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Kombinatorika

Kombinatorika Je matematicka disciplina koja se bavi problemima postojanja, prebrojavanja i
konstrukcije elemenata sa zadatim osobinama u konaénim skupovima.

Osnovni kombinatorni principi na kojima se zasnivaju skoro sva prebrojavanja su:
- princip jednakosti: Za konaéne skupove A i B i bijekciju f : A — B, vazi |A| = |B|,
- princip zbira:  za disjunktne i konaéne skupove A i B vazi |AU B| = |A| + |B|.
- princip proizvoda: Za konaéne skupove A i B v‘aii |A X B| = |A]| - |B|.

Osnovni kombinatorni objekti

Neka je « Xy = {21, 22,0 & }.

Definicija 1. Permutacija skupa X, je bilo ko ja uredjena n-torka (niz duZine n) razli¢itih elemenata
iz tog skupa.

Teorema 1. Broj permutacija skupa od n elemenata Je Iy =,
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Definicija 2. Varijacij‘a k-te klase skupa X, je bilo koja uredjena k-torka (niz duzine k), k < n
razliCitih elemenata is tog skupa.

Leorema 2. Broj varijacija k-te klase skupa od n elemenata jeVE=n.(n-— 1)« eees (n—k+1).

_ = o & o —_— nP“V\ H%? 3

NS o ). K. -
it M = S S
. HM‘BO&/"’ C/g— . . !
| B LD
n wigkhotsn Vo t—’l -l 172
% Mh»\u IOER i, L\\/ Mo%h«o&sb\/ 4 54 e
' ko DALROLSIC (- D) A !
WM A
MP@OL@*\, q_ po"
\/ = &l F G

3

' = -t 1)
i O T (T § R Sl 2)(h

Jefinicija 3. Kombinacija k-te klase skupa X, je bilo koji njegov podskup od k elemenata.
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Teorema 3. Broj kombinacija k-te klase skupa od n elemenata je Cﬁ = ( Z ) — B ) k('n az )
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Definicija 4. Varijacija sa ponavljanjem k-te klase skupa X, je bilo koja uredjena k-torka njegovih
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elemenata.

Teorema 4. Broj varijacija sa ponavljanjem k-te klase skupa od n elemenata je T/—:: —8
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Definicija 5. (Merijeeija sa ponavljanjem datog tipa)

M. Varijacijasa ponavljanjem k-te klase u kojoj se elementi x1, Z2,...n skupa X, pojavljuju redom
my, Mg, ..My puta (my -+ ma + ... + My = k) je bilo koja uredjena k-torka njegovih elemenata u
kojoj se za svako i € {1,...n} element x; pojavljuje m; puta.
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Teorema 5. Broj varijaeija k-te klase sa ponavljanjem datog tipa, skupa od n elemenata je
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Definicija 6. Kombinacije k-te klase sa ponavljanjem skupa X, je bilo koji multiskup sastavljen od
tacno k ne obavezno razli¢itih elemenata skupa Xo.

Teorema 6. Broj kombinacija sa ponavljanjem k-te klase skupa od n elemenata je
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Definicija 7. Neka je n prirodan broj, a aq,as, ..

.ar prirodni brojevi takvi da vazi a;+az-+...+a,

n. Reprezentacija broja n u obliku a; +az + ...+ a, = n naziva sa podela (ili razbijanje) tog broja,

ili preciznije r-podela. Hg\‘[\ N=6
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C=1+1+4

Definicija 8. Kompozicija broja n je bilo koja uredjena podela, tj. podela kod koje je poredak bitan.

Particija broja n je bilo koja neuredjena podela, tj.

Teorema 7. 1) Broj kompozicija broja n koje imaju r sabiraka je (

podela kod koje je poredak sabiraka nebitan.

n—1
r—1/°

2) Broj svih kompozicija broja n bez ograniéenja na broj sabiraka jednak ja 2L,
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. Koliko ima &etvorocifrenih broj jeva €ije su susedne cifre razlicite?
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Koliko ima Sestocifrenih brojeva u ¢ijem zapisu postoje dve iste susedne cifre? CJ 10" — 53

. Koliko ima €etvorocifrenih brojeva koji se zapisuju pomoéu dve razligite cifre?

. Koliko ima Cetvorocifrenih brojeva u ¢ijem zapisu postoje najvise dve razlicite cifre?
. Koliko ima desetocifrenih brojeva kod kojih su sve cifre razlicite?

. Koliko ima trocifrenih brojeva u ¢ijem zapisu su sve cifre razlicite?

. Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 10° u &ijem zapisu nikoje dve susedne cifre nisu

jednake?

. Koliko ima prirodnih brojeva sa najvise 4 gifre u kojima se pojavljuju cifre 3 ili 57

. Ako su p i g prosti, a m i n prirodni brojevi, odrediti broj delilaca broja p™qg™.

Koliko ima devetocifrenih brojeva u kojima se cifra 2 pojavljuje dva puta, cifra 3 tri puta, a
cifra 4 se pojavljuje cetiri puta?

U jednom odeljenju je 13 ucenika i 13 u€enica. Na koliko naéina oni mogu da sednu u 13 klupa
tako da u svakoj klupi bude ucenik i uéenica?

Od 10 ucenika treba izabrati ekipu od 6 uéenika, pri é¢emu medju tih 10 kandidata postoje 2
koji ne mogu biti zajedno u ekipi. Odrediti broj na¢ina na koji se moze formirati ekipa.

Koliko ima Sestocifrenih brojeva &iji je zbir cifara neparan?

Na koliko nacina se mogu izabrati tri broja iz skupa prirodnih brojeva §14:2,85,
da im zbir bude neparan broj?
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Koliko ima Sestocifrenih brojeva kod kojih parne i neparne cifre dolaze naizmeni¢no (gde je 0
paran broj)?

Koliko ima &etvorocifrenih brojeva deljivih sa 4 ¢ije su cifre medusobno razlicite?
Koliko ima sedmocifrenih brojeva koji se Citaju isto s pocCetka i s kraja?

Koliko ima permutacija skupa {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} u kojima cifra 0 zauzima jedno od prva
tri mesta, a cifra 1 zauzima jedno od poslednja €etiri mesta?

Od elemenata skupa {0,1,2,3,5,7} formiraju se svi petocifreni brojevi deljivi sa 6. Koliko
ima ovakvih brojeva? )

Na koliko naé¢ina se u red mogu poredati 5 ucenika i 2 ucenice, tako da uéenice ne stoje jedna
pored druge?

Odrediti broj nac¢ina na koji se mogu poredati u niz n nula i k jedinica (k < n), tako da
nikoje dve jedinice nisu susedne.

Na koliko naéina ¢etiri osobe mogu da podele 28 razlic¢itih knjiga tako da svako dobije 7 knjiga?

Sifra na sefu odredena je nizom od pet dekadnih cifara. Koliko ima §ifara ¢€ije cifre ¢ine strogo
opadajucéi niz?

Na koliko nacina mozZe biti ocenjen ucenik na kraju Skolske godine ako se ocenjuje iz 12
predmeta?

Koliko ima funkcija koje preslikavaju skup cifara u skup {a, b, c}?
Na koliko nacina je nioguée 15 ucenika rasporediti u tri ekipe od po 5 uc¢enika?

Data su 3 razli¢ita proizvoda fabrike A, &etiri razliCita proizvoda fabrike B i pet razlicitih
proizvoda fabrike C. Na koliko razli¢itih na¢ina se svi proizvodi mogu poredati u niz uz sledece
uslove: proizvodi fabrike B su jedan pored drugog, proizvodi fabrike C su jedan pored drugog,
nikoja dva proizvoda fabrike A nisu jedan pored drugog.

Imamo 7 perli razlicitih boja, od kojih je jedna crvena a jedna zelena. Na koliko nacina
mozemo nanizati 7 perli na prav konac tako da crvena i zelena perla budu jedna pored druge,
ako se perle redaju: 1) na prav konac 2) ukrug?

Koliko ima permutacija slova A, B, C, D, E, F i G u kojima se A i G pojavljuju jedno do
drugog?

Na koliko nac¢ina od 3 uéenika i 8 profesora mozZemo formirati petoc¢lanu komisiju u kojoj ce
biti bar jedan ucenik? ®

Odrediti broj na¢ina na koji se moze formirati petoclana komisija od 2 matematicara i 8
fizicara, tako da u njoj bude bar 1 matematicar.

Na koliko na¢ina od 2 matematicara i 8 inZenjera mozemo formurati petoclanu komisiju u
kojoj ¢e biti bar jedan matematicar?

Iz skupa od 10 studenata medu kojima su samo jedan student elektrotehnike i samo jedan
student matematike, biramo komisiju od 6 ¢lanova, ali tako da ako je u komisiji student
elektrotehnike mora u toj komisiji biti i student matematike. Koliko se takvih komisija moze
obrazovati?

Dat je skup A = {1,2,...100}. Koliko ima grupoida (A, *) takvih da je operacija * komuta-
tivna i da zadovoljava sledeéu osobinu(Vx € A)z x = € {1,2,3,4,5}7
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Dat je skup A = {1,2,...10}. Koliko ima grupoida (A, x) takvih da vazi
(Vee A)z x5 ¢ {x,3,5,T}7

Dat je skup A = {1,2,...10}. Koliko ima grupoida (A4, *) takvih da vazi
(Ve € A)x x4 = x %57

1) Odrediti zbir cifara svih brojeva koji se dobijaju permutacijama cifara broja 1234.
2) Odrediti zbir svih brojeva koji se dobijaju permutacijama cifara broja 1234.

U koliko se permutacija skupa {1,2,...,n} izmedu brojeva 1 i n nalazi tacno r < n—2 drugih
brojeva? -

Odrediti broj elemenata partitivnog skupa n-toclanog skupa.

Iz kutije sa n razli¢itih kuglica izvla¢imo k puta po jednu kuglicu, bez vrac¢anja. Na koliko
nac¢ina to mozemo uciniti?

Koliko postoji n-torki sastavljenih od brojeva 1,2,...,p koje imaju tacno k
(1 < k < n) koordinata razlicitih od jedne fiksne n—torke opisanog oblika?

Koliko prirodnih brojeva manjih od 10" ima cifre poredane u neopadajuéem poretku?

Na koliko se nacina n istovetnih poklona moze podeliti grupi od k dece:
1) bez posebnih uslova
2) pod uslovom da svako dete dobije bar jedan poklon.

Na koliko naéina éetiri osobe mogu da podele 28 razlicitih knjiga tako da svako dobije po 7
knjiga?
Dato je 12 kuglica koje numerisanih brojevima 1, 2, ..., 12. Na koliko nacina se tih 12 kuglica
moze rasporediti u 3 kutije koje su numerisane slovima A, B i C tako da u svakoj kutiji budu
4 kuglice? 2
%

Koliko se binarnih relacija moze definisati u skupu X od n elemenata? Koliko postoji
1) refleksivnih relacija, 2" :?“:L\ ™ o
2) simetriénih relacija 2 = ~ £ e

Z

3) refleksivnih i simetriénih relacija 7
4) antisimetricnih relacija?
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