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1 Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija

1.1 Pregled osnovnih smena kod neodredenih integrala trigonometrij-
skih funkcija

Neka je R racionalna funkcija sa dve promenljive.
Ako vazi da je R(sinx, — cosx) = —R(sinx,cosx), uvodimo smenu 7 = sinx. Razma-

tramo dva slu¢aja. Neka je cosx > 0. Tada je cosx = /1 —sin’x = v/1 — 2. Imamo

dt
V1—12
/R(sinx cosx) dx = /R (t V1 —tz) di
) ) /1 _t2 *

U sluGaju da je cosx < 0, imamo da je cosx = —v/1 —sinx = —/1 -2 idaje dx =

daje dt = cosx dx, odnosno da je dx = . Prema tome,




, odakle dobijamo da je
V1—1t?

JR(sinx,cosx)dx = [—R(sinx,—cosx)dx
d
- [V (- )
= /R l—t2 di .
) ==

Ako vazi da je R(—sinx,cosx) = —R(sinx,cosx), uvodimo smenu ¢t = cosx, df =
—sinx dx. Ne gubeéi na opstosti moZemo uzeti da je sinx = 1 —2 i dx = ——&

Vi’
dt
R(sinx,cosx) /R l—t2
/ ( ,/1_[2

Dobijamo

Ako vazi da je R(—sinx, — cosx) = R(sinx,cosx), uvodimo smenu t =tgx, df = C(‘)is“;x.
Iz osnovnog trigonometrijskog identiteta sin” x+cos? x = 1, deljenjem sa sin”x, odnosno
2 . 1= D DT . .2 1 2y

cos“x dobuamo 1 + —~5> U imamo da je sin"x = TreZ

2

cos“x = Ne gubem na opstostl zbog uslova R(— sinx, —cosx) = R(sinx,cosx)

tgx t : 1 1

= 1cosx= = Sto posledi¢no
Vitg2e 1422 Ve 1427 P

1 +tg T+tg2x"
mozemo uzeti da je sinx =

daje dx = Dobijamo

/R(smx cosx dx/R(\/i \/1—> ljl_[tz

Ako funkcija R(sinx,cosx) ne zadovoljava nijedan od prethodna tri uslova, uvodimo
standardnu smenu t = tg 5. U ovom slucaju vazi da je

1+2

5 x 2tg 3 2t
sinx = s1r1 COS - = = 1
272 1+tg?y 14122

Ccos COSZx Snzx 17tg2% ]—t2
X = — —Ssm” = = .
2 2 1+tg?3 1412

dt
T2 Dobijamo

t 11—\ dt
/R(smx cosx)de/R<1_Hzal_H2) 1472

1.2 Zadaci
Zadatak 1. Odrediti sledece integrale:

Kako je dt = imamo da je dx =

dx
2x
2cos 3

2

. " sin“x
i) / 5 dx,
J cos3x

i) / dx
12 —
(2+cosx)sinx’




© sin(2x)
1+cosZx

. sinxcosx
sin® x4 cos*x

)/ dx
v .
sin’ x
Resenje:
. sin’ X t = sinx, *dt
i) / —/ cosxdx: :/7:
cos3 x dt = cosxdx (1—12)?

u=t, dv:T’i’i)z o +1/ dr
= = 22 —1) 2/ 2-1

iii)

du=dt, V——iﬁ
t n 1 In r—1 sinx 1 sinx — iC
2(12—1) 4 |t+1 ~ 2cosix 4" smx+1
”)/ dx / sinxd x = cosx, _
(2 +cosx) sinx (2+cosx) sin2x = —sinxdx [
_/(2—|—t 1-12) /z+2 (2 —1)
1 N C A(tz—l)+B(t+2)(t—1)—|—C(t+2)(t—|—1)
t+2)2—1) t+2 t+1 t—1 (t+2)(2-1)
AP —=1)+B(t+2)(t—1)+C(t+2)(t+1) =1
t=1 = Cc=1
t=—1 = B=-]
t=-2 = A=1
/ dt / 1
(t+2)(#>—1) 322 t+1 6 t—l
1 (t+2)2(—1) +C:71 (cosx+2)?(cosx—1) c
6 (r+1)3 6 (cosx+1)3
i) sin(2x) . 2sinxcosx , t = cosx, _ [ 2tdt _
1+cos?x ) 14cos?x T dt = —sinxdx [ 142
—ln(l+t2)+C:—ln(1+coszx)+C
)/ sinxcosx / sinx { t = tgx, } /tdt
) | ——————dx,= == _ [ et
sin4x—|—cos4 <mx+1cos2 dr = - *+1

COS X

1 dr? 1 1
E/ﬁ = 5arctgt +C= 5aretg (tg?x) +C



) / dx f—tg)ﬁ, dx= 31 /(1+t2)2dt
v _ = = _— =
sin’ x df_mv sinx = féz 4r?

t—1t7"  Inft]
tdt = Ly Cc=
b R e

2x —2x
—t In|tg &
g5 —tg "5 |g2|

8 2

+C

Domadi zadatak 2. Odrediti sledece integrale:

. . 3 5
i) /sm2x cos’ x, {slrg x _ sin's +C]
dx
.. :
ll) /.—, In sinx -1l ,c
Slnz_x COSX { { 1— sm\{ sinx }

i) / 2 V1+2c0s2xdx, [Veos Tx+ 2420 |VIH 205t — v2cosa| +C|
COS“x

. . ol r 09 o v
lV) /smsxcosﬁxdx, {7 (,OTI Xy Ht(f; X co; X +C}
sin?x + cosx
/.2— sinxd x, {ln}cos X+ cosx — l‘f—ln M‘fcostrC}
sin“x — cosx 2cosx+v/5+1
. 2 sinx — cosx o
i) [ [410]378m2] — 2oarctg 5 4 |
3sin“x+4cos*x
dx
.. 1 sin(2x)+1
V”) /COS(ZX)’ [21 cos 2\) )J’_ ]
sinx cosx dlctu sin? x
viii) [ ————dx,
1+sin"x

xd -
ix) /L}%, f%ln\tngrl\+éln(tg2x7tgx+l)+\%arctg2t5'x ]+C]

cos’x+sin’x L - 3 V3
-2
sin” x
* dx, [xfiarct (ﬂt x> +C}
) 1 +sin’x /2 aretg g
) /Sin2xd [LgSx+ lg? x+C]
X1 X 1 5y 1 3.
cosbx stg g
xii) /sin4xdx, [ 35 sin(4x) — §sin(2x) + 3 +-C]
ax i f1
At v e &0 L arct z C}
it /25inx—cosx+5 {ﬁarcg =+
s
xiv) [~ Smxcosy, [—xle °2+1)+C]
1 4-sinx —cosx @ T



1.3 [sin(ax) cos(Bx)dx, [cos(ax) cos(Bx)dx, [sin(ax) sin(fx)dx
/sin(ax) cos(Bx)dx = %/(sin((oH—ﬁ)x)+sin((a—B)x))dx

* B 1 (cos((a+PB)x) cos((a—P)x)
- _2< arp | oa-p >+C’
o # +B,
/cos((xx)cos(ﬁx)dx _ E/ cos( a+B )+ cos((o— B)x)) dx
* 1 (sin((a+B)x sm((a—B)x)
N 2( a+p a—p >+C’
o # +B,
. . 1
/sm(ax)sm(ﬁx)dx — 5/ ~ cos( a+B )+ cos((0— B)x)) dx
* 1 (—sin((a+B)x sm((a—ﬁ)x)
N 2( a+pB a—p >+C’
o # +B.

Zadatak 3. Odrediti sledece integrale:
i) [sin(2x) cos(3x)dx,
ii) [sinxsin(2x) sin(3x)dx,
iii) [cosxcos(2x) cos(3x)dx.
Resenje:
/sinx sin(2x) sin(3x)dx, = sin(2x) (—cos(4x) +cos(2x)) dx

(—sin(6x) 4 sin(2x) +sin(4x)) dx

cos(6x) cos(2x) cos(4x)
6 2 4 >+C'

TN Y—

Bl— b= =

2 Odredeni integrali

Funkcija f definisana na segmentu [a,b] je integrabilna na tom segmentu ako i samo
ako je ograniCena na [a, D] i ako ima najviSe prebrojivo tataka prekida na [a, b].

Njutn-Lajbnicova formula:

Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a, b], onda vaZi

b
[ ) ax=

gde je F primitivna funkcija funkcije f na [a,b].

— F(b)~F(a),




Zadatak 4. Izracunati sledece odredene integrale:

V3
i) /sinx dx,
0

: x2,0§x§1,
2—x, 1<x<L2,

2
iv) /\/x2 —2x+1dx.
0

Resenje:

= —cos(m) — (—cos(0)) = 2.
0

/1
i) /sinx dx = —cosx
0

ii) Podintegralna funkcija f(x) = )l( nije ograni¢ena na segmentu [—1, 1], pa prema
tome nije integrabilna u Rimanovom smislu.

i) /zf( \d ) X2, 0<x<1,
iii x)dx, f(x)=
2—x, 1<x<L2,

2 1 2 |

[rwax = [Rart [e-nae=%

0 0 1

1 1 1 1 5
- 442 (2 )=24-=2
37 < 2> 37276
2 1 2
/|1—x| dx:/(l—x) der/(xfl)dx
0 0 1

2 1 2 2
- <x—x> —|—(x—x) :1—1+2—2—<1—1>:1
2 )1, \2

. 2 2

2
/\/x272x+1dx
iv) 0




2.1 Metoda parcijalne integracije u odredenom integralu

Metoda parcijalne integracije u odredenom integralu:

Neka funkcije u i v imaju neprekidne prve izvode na segmentu [a, b]. Tada je

b
/u(x)v'(x)dx = u(x)v(x)

vz 2
. .. . X
Zadatak 5. IzraCunati odredeni integral / arcsin o2 dx.
x
Sonia- : _ s 2x s sl 1 2(14+x2)—4x2
ReSenje: Neka je u = arcsin 2 Lv=2x Tada je ' = \/ = -2
T w22

2(1—x2)
[1—x2](1+x2)
tacki x = 1, prema tome, ne moZemo primeniti metodu parcijalne integracije. Medutim,
ova funkcija je neprekidna na intervalima [0, 1) (1,+/3].

i/ = 1. Funkcija ' nije neprekidna na segmentu [0,+/3], ima prekid u

v3 2
/arcsm /arcsm dx+/arcs1n o 3 dx =
1+x
0
2(1—x2
_ u—arcsmliz, du:%, _
dv=dx, v=x
1 V3
arcsin / 2xd + arcsin 72)6 a / 72de
=X X =
J 1+x? 1+x% |, / (1+x?)
V3 1 V3
= x arcsin 5| —In(1 +22)| +in(14+4?)| =
+x7 0 1




= V3%~ 1n(2)+in(4) ~ n(2) = V3%

Koristili smo da je
) -1, x<—1Vx>1,
[l —x7| =

1—x%, —1<x<1.

2.2 Smena promenljive u odredenom integralu

Smena @(x) =1

’ s
[foenas= [ rwar

- f neprekidna funkcija na segmentu [ct, 3]

- a=9¢(a),p = o)

- @ je strogo monotona funkcija na segmentu [a, b];

- v = ¢~ L,y je neprekidna funkcija na segmentu [a, f8].
Smena x = ¢(r) . 5
[reac= [ re)e'ar
a o

- f neprekidna funkcija na segmentu [a, b];

- a=¢(a),b=9¢(p);

- ¢ neprekidna funkcija na segmentu [, ];
- foo je definisana za svako x € [o, B].

Zadatak 6. Izracunati odredene integrale:
4
D) [xVx*+9dx,
0

4
i) [xvVx>+9dx.
—4
Resenje: Uvedimo smenu ¢ = x*> + 9, funkcija ¢(x) = x*> +9 je monotono rastuéa na
segmentu [0,4]. Imamo da je dr =2xdxidajezax=0,1=9,azax=4,r=25.
25

4 25
' 1 1 125—-27 98
Prema tome, /x\/x2+9dx: E/ﬁdt = g\/ﬁ =—5 =3
: 9
0 9
Kako je f(x) = xv/x% + 9 neparna funkcija i kao je segment [—4,4] simetri¢an u odnosu
4
na koordinatni poCetak vazidaje [ xvVx*+9dx=0.
—4



3

Zadatak 7. Izracunati odredeni integral [ arcsin /115 dx.
0

ReSenje: Primenimo metodu parcijalne integracije. Neka je u = arcsin , / 1. Tada

CO 1 1 /14 I4x—x _ 1 1 E R
jeu = 17$2’/ - (1+x)2_2\/fc(1+x)'DaIJe’ imamo v =xiVv' = 1. Prema tome,
3
+x dv=dx, v=x I4x |,

3

/arcsin lx dx:{ u=aresin /73, du:%\/’?éxﬂ)’ }:xarcsin
0

1 1

2 2

3
1 d
Uvedimo sada smenu = /x u integral 3 / m Funkcija ¢(x) = 1/x je strogo
0

monotono rastuéa funkcija na segmentu [0, 3].

3 3
Vv,l/ xdy [ i=vE x=0-1=0, | 7 i (¢ —arotg) Vi
aZl2O Va(l+x) | di=3%, x=321=43 _0 Irp2 Ve 0
T
3——.
V3-3 3
- [ x 4
Zakljucujemo /arcsm dx=-m—/3.
I+x 3
0
Domadi zadatak 8. IzraCunati odredene integrale:
V3
i) Ofxarcsin 13;2 dx, [37+V3-2]
1
i) g"Z)carctg Vxdx, (3]
2 /
iii) {xarctg Fdx, [arctg § —arctg2+ 1]
1
) [ Br- 322 3]
2
v) [Initdx, [~81n2+61n3]
0
. 1ln(1+xz) |
Vl) g (1+X)2 dxv {17'[*11]2}
.. i In(cosx) n2 =«
Vll) Ofmd}@ [ng}



2 5
viii) [ e|sinx|dx, { (1+e )-}
0

)flnSexeXVH dx,

4]

In2 5
x) 0f(1+e")2 dx. [3In2—1n3]

2.3 Integracija neprekidnih parnih i neparnih funkcija na segmentu
[_av a]

Zadatak 9.

a
i) Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [—a,a] i neparna. Tadaje [ f(x)dx=
—a
0.

a
i) Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [—a, a] i parna. Tadaje [ f(x)dx=

a

2 f(x)dx.

0

a
Resenje: Iz osobine aditivnosti integrala sledi daje [ f(x)dx= ff( )dx+ff( Ydx

—a

Uvodenjem smene x = —t u prvi integral i na osnovu pretpostavke da je funkcga f
.. 9 xX=—t, x=—a—t=a,

neparnadobljamofaf(x)dx—{ dx—=—dt. x=0—1=0 }——_aff(—t)dt_

0 a a a a

Jf@®)dt =—[f(t)dt = — [ f(x)dx, odakle sledi da je [ f(x)dx=—[f(x)dx+

a 0 0 —a 0

JF)dx =
0

Domadi zadatak 10. IzraCunati odredene integrale:

1
17
i) / a dx
2 1+4x2

&~ sin(2x) cos3 xdx,

X
dx,
x

/3
/n
3
o 1+
iii) /cosxln1
C1
2
/Z{

10



2.4 Rekurentne formule za odredene integrale
%
Zadatak 11. Izvesti rekurentnu formulu za odredeni integral / sin"xd x.
0

Resenje: Primenimo metodu parcijalne integracije

. n u=sin""'x, du=(n-1) sin” 2 xcosxd x,
sin"xdx = .
dv=sinxdx, v=—cosx

=~
Il
S —

s
. 2

2
= —cosxsin" x| 4+ (n— 1)/sin”_2xcoszxdx
0 0

3 3

= (n—1) /sin”_zxdx—/sin” dx
0 0

= (n—=1)_o—(n—=1)I,.

Dobijamo rekurentnu formulu I, = ”n;lln,z. Odakle sledi da je

zan =2k
P  2%k—12k-3 _ _2k-1%-3 1
T T T T 2k—2 T T Tk 2k—27 270
/ T 2k—1!'=m
0 /x 2 T T an 2
0
azan=2k+1
Lo % % 2k-2 2k %-2 2
e e U T e 2k T T k1 2k—1 3!
Z
, x 20
I :/smxdx,:—cosx o =1, 12k+1:(2§<—|—)1)!!'
0

Domadi zadatak 12. Izvesti rekurentne formule za izratunavanje odredenih integrala:

x
3

i) /cos”xdx, (1, = =11, 5]
0
z

if) /tgz"xdx, I, = 55— 11
0

11



1
x
d
iii) b/m X,

1
/1—x
—1

U/l - %1/172}

[111 - %ln ]}

3 Nesvojstveni integral

3.1 Interval integracije nije konacan

Neka je funkcija f definisana na intervalu [a, +o0) i neka je integrabilna na svakom seg-
mentu [a,b]. Ako postoji blim F(b) ikonacan je, gde je F primitivna funkcija funkcije
—>o0

“+oo

f na intervalu [a,+o0), onda kaZemo da je / f(x)dx konvergentan, u suprotnom je

divergentan.

f(x)dx= lim

Zadatak 13. Ispitati konvergenciju integrala /

Resenje:

~+oo

/ dx
) 24+4x+5

Zadatak 14. Ispitati konvergenciju integrala /

Resenje:

/ dx
xX24+x-2
2

b
f(x)dx= lim F(b)—F(a)

b—r+oo b—r+oo
a
o0
dx

) x2+4x+5

7” dx Feo
) (x+2)2+1

lim arctg (b+2) —arctg (2) = T arctg (2)
b—steo 2

= arctg (x+2)

0

+oo

dx
X24x=2"
2
o +2-
X
d
+2 x—l 3/ x+2 .

(x+2)(x—1)
Frdx d 1 1
X X X —
~ 2 Y ax=-1
2/ x—1 x+2) 73 nx+2 2
1. b—1 1 2—1 _ In4
botw3 b+2 3 2+2 3

12



~+oo

1,
Zadatak 15. Ispitati konvergenciju integrala / are gxdx.

2
1
Resenje:
arctg x u=arctgx, dv=-, arctg x dx
/ dx = dx 1= /
x2 du={Z5, v=—3 x x(1+x2)
_ _arctgx+/x2+17x2dx:_arctgx+/@_/ by dx
x x(1+x2) x X 1+ x2
arctg x 1 2 arctgx by
= — +Inx—-In(1+x°) =— +1In
5 In(1+x7) . e
+oo b

/arctgxdx — lim /arctgxdx
X2 b—too X2
1
. arctg b b ) arctg 1 1
= lim | — +1In —In
l?m( b V1+b? 1 V1412
Z +1In \/E

—_

Bl

dx

2
Zadatak 16. Izracunati integral / — .
" 3sin“x+5cos?x

Resenje:

el
el

/2 dx /2 1 dx
/ 3sin?x + 5cos?x 70 3tg2x+5cos?x
~+o0

{ r=tgx, x=0—1=0, }_ Codt 1alrct \/?t
dt:c(;l;zcx7 X:%—>[2+00 _0 3t2+5_ /15 g 5

1 3 2r
lim —=arct \/7b —arctg (0) =
b—+eo /15 g( 5) e 2+/15

2
d
Zadatak 17. IzraCunati integral / 7)(.
5+2cosx
0

~+oo

0

2
dx

Resenje: Integral / ———— ne moZemo reS$avati smenom ¢ = tg 2, jer funkcija
! £ 5+2cosx £2J J
0

¢(x) = tg 5 ima prekid u tacki x = 7. Vazi da je

2 T 2

/ dx _/ dx +/ dx

) 5+2cosx_0 5+2cosx 5+2cosx’
V3

13




Na segmentima [0, 7] i [, 27] funkcija @(x) = tg 5 je rastuca funkcija, sledi

2 n 2

/ dx - / dx " / dx B
5+2cosx ) 542cosx 542cosx

0 0 T

t=tg3, x=0—1t=0, X=Tp — 1= —oo,
dx:%, X=7_—>t=+4c, x=21—1t=0 B
+o0

2dt 2dt
/ 112 2 +/ 1-12 2 -
) (5+2m)(l+t) J (5+21+7)(1+z)

R

+oo 0 +o0 Foo
2dt n 2dt _ 2dt _g/
) 7+ 312 74+3:2 ) 7432 7

uz\/gt, t=—co—u=—oo |

dMZ\/gdt, t =+ —y=-4o B
+o0

2 du 2

V21 1+ /20

2
7 <bgr£m arctg (b) — agrllm arctg (a))

~+oo

arctg u

—oo

Domadi zadatak 18. Ispitati konvergenciju integrala
+o0

) %5 ]

0

e
.. X . .
i) | —, [divergira
x
0
oo
iii) /cosxdx, [divergira
0

—+o0
dx

14x2’

—oo

iv)

too

arctgx .
V) 0/(1+x)2 dx. %]

3.2 Podintegralna funkcija nije ograni¢ena

Neka je funkcija f neograni¢ena u okolini tacke b i neka je integrabilna na svakom
segmentu [a,b — €]. Tada vazi

14



b—¢e

b
/f(x) dx = 81_i}r(r)1 fx)dx.

1
d
Zadatak 19. Ispitati konvergenciju integrala / —x.
X
—1

Resenje:
1 0 1 —& 1
dx dx dx . dx . dx
—= [/ —+4+/—=1m [ —+ lim | — =
X by X e—04 X E—04 X
-1 0 -1 3

-1
lim In|e| —In|—1|+In|1|— lim In|&| = lim In|e| — lim In|&| =0 —oo
e—04 E—04 e—04 E—04

Integral divergira. Podintegralna funkcija je neparna i neograni¢ena u nuli, ali integra-
1

bilna na svakom segmentu koji ne sadrZi nulu, pa je v.p. / dx =0.
-1 .
1
Zadatak 20. Ispitati konvergenciju integrala / Inxdx.
0

Resenje:

= — dx
/lnxdx:{ duv_—ISi ff"i; x }:xlnx—/dx:xlnx—x+C:x(lnx—1)+C

1 1
/lnxdx: lim [Inxdx=—1— lim (¢(lne—1)) =
0

e—04 =04
£
1
. Ilne—1 . = .
—1— lim =—1-lim 5 =—-1+ lim e =1
e—04 £ e—04 -z e—04

Domacdi zadatak 21. Ispitati konvergenciju integrala

1
dx

j 2
) [ % 2
0
; d
i) / aly [divergira
xInx
1
i 1d
x
o ldx diverair:
iii) /smx 2 [divergira

15



arcsmx

Zadatak 22. Izracunati integral /

V1—
Resenje: Podintegralna funkcija nije ograni¢ena u okolini tacke x = 1. U pitanju je
nesvojstveni integral II vrste. Uvodimo smenu ¢ = arcsinx, dt = ‘fx =. Funkcija
—X

¢(x) = arcsinx je rastuca funkcija i vazi daje zat = @(0) = 0i¢ = ¢(1) = 7. Imamo
daje
1

/ arcsmx

0
Integral sa desne strane je odreden mtegral kop reSavamo metodom parcijalne inte-
gracije.

sinte'dt.

\N\a

u=sint, du=costdt
I = sinte'dt = ’ ’
/ dv=eédt, v=¢

. ; u=cost, du= —sintdt,
= sinte' — [ coste'dt = . ;
dv=eédt, v=e¢e

= sinte' —costé —/sinte’dt = (sint —cost) e’ —1

1
I= 2 —(sint —cost) €' +C

2

(S

+

N —

Fe
2
, 1
sint € dt— smt—cost) =—¢
0 0o 2

4 Primena odredenog integrala na izracunavanje velicine
povrSine

b c b
N 7 P=\P+ P :./”f(.r)d;r/ + bff(.'r/)d.r :/” |f(z)|dz

k ’ y = f(x) ./.
. P = [ f(x)dx\ 7~ - /
a Ja b

y=gl(x)

Zadatak 23. Izracunati veli¢inu povrsine ogranicene krivom y = sinx i odseckom x-
ose [0,2 7).

16



o 2n

ReSenje: Vazi da je / sinxdx = —cosx | = —cos(27)+cos(0)=—-1+1=0,
0
0 2 T 2
dok je veli¢ina traZene povrSine jednaka je / |sinx|dx= / sinxdx— / sinxdx=
n or 0 0 T
—cosx | 4cosx| = —cos(m)+cos(0)+cos(2m) —cos(mw) = 4.
0 T

=//sim 2 lrp=2 /
70 1'r/l2 m 31TI/2 21
_1 4

Zadatak 24. Izracunati veli¢inu povrSine ograni¢ene krivom y = Inx i pravama y = 0,

1. _
xX=slx=e.

Resenje:

Deo ravni ogranicen krivom y = Inx i pravama x =
L Xx=e i y = 0 nalazi se ispod, a deo iznad x- r=e
ose. Veli¢inu povrsine traZzenog dela ravni moZemo ; —

predstaviti kao zbir veli¢ina povrSina delova ravni y=nz
na slici oznaCenih sa P; i P,. Neodredeni inte- P

gral funkcije y = Inx odredujemo metodom parci- -+ o] |P/ 2 3
jalne integracije, dok odgovarajue odredene inte-
grale racunamo koriS¢enjem Njutn—Lajbnicove for-

mule. zT=-
-2

u=1Inx, dv=dx,
/lnxdx = dx :xlnx—/dx:xlnx—x+C
du=—, v=x
X

1 e

~
|

1 e
P1+P2:—ﬁ lnxa’x—i—/1 Inxdx=—(xlnx—x)| + (xInx—x)

1
e 1

= 1-1-l4eet+1=2-12

Zadatak 25. Izracunati veli¢inu povrsine ograni¢ene krivom y = Inx i pravamay = —1

1x—=e.

Resenje: Ako sa P; oznac¢imo veli¢inu povrSine pravougaonika Cija su temena tacke
(1,0), (e,0), (1,—1) i (e,—1), imamo da je

e’
1 1
P3:<e—)-1:e—.
e e

17



Koristeéi prethodni zadatak imamo daje P=P, +P3 — P =
lte-Ll-14+2=c+1. o
Direktnim izraCunavanjem dobijamo da je veliina traZene

povrsine jednaka

P= /; (Inx—(—1))dx= (xInx—x+x)

e

1
=e+—.
e

1
e

Domadi zadatak 26. Izracunati veli¢inu povr§ine ograni¢ene krivom
y=—=2In(v/x2+1+x)

ipravamax=11iy=0.

1

{Pzz(ln(ﬂﬁ)—ﬁﬂ)]

Zadatak 27. Jednadinamax®>+y>=8ix= jyz date su kruznica i i parabola. IzraCunati

veli¢inu povrsine njihovog preseka.

Resenje: TraZena veliCina povrSine jednaka je P = 2(P; + P»). Tacke preseka kruZnice

i parabole su reSenja sistema

2x—y> = 0.

Trazimo koren kvadratne jednaCine x*> +2x — 8 = 0 za koji vaZi
x > 0. Imamo da je x =2 i y = £2. Veli¢ina povrSine P; jednaka

~

2 2 2 g V8
je / Vaxdx = V22| =2, 7a Py imamo / V38— x2dx =
0 0 2
8

/8 tdarcsin = | | =2r—2—m=n-2, paje P=2m+73.
2 V8 1,

1
1
|

N
NN\

Domaéi zadatak 28. JednaGinama x> +y> = 11 i x> + (y — 5)?> = 16 data su dve

kruZnice. IzraCunati veli¢inu povrSine njihovog preseka.

18



Resenje: Tacke preseka kruznica su reSenja sistema

11
16. 6

X2 +y?
X+ (y—35)?

Oduzimanjem druge jednaCine od prve dobijamo da je
10y — 25 = -5, odnosno da je y =2 i x = +7. Dalje,

Vi
imamo da je P = 2/ VI—x2 — (5—\/16—x2> dx = é
0 S

V7
11 I
2 (; 117x2+—2 arcsin—\/xﬁfoJr%\/ 16x2+8arcsinz> . - ;\f; - -

7 7
—S\ﬁ—i—llarcsin\/ﬁ+16arcsin%. \

« . oS .. . 2 2
Zadatak 29. IzraCunati veliCinu povrSine elipse 5 + 272 =1

Resenje: Imamo da je

b (Ve 5 b(x /55, 4@ x|
P:4;/ mdx:4f 3 as—x +?arcsma
0

a

R g

Domaci zadatak 30. Izracunati veliinu povr§ine ograni¢ene krivom y = % ipravama

y=0,x=0ix=1. [In(e+1) —1In(2)]
Domadi zadatak 31. Izracunati veli¢inu povriine ograni¢ene krivom y = v/x+3 i
pravamay =0ix=6. [18 —2V/3]
Domaci zadatak 32. Izracunati veli¢inu povrSine ograni¢ene krivama y = sinx, y =
cosx i odsetkom x-ose [0, 5]. {2 (\ﬁ - l)}
Literatura

1. Integrali — skripta, Tatjana Lutovac

2. Neodredeni integrali — skripta, Bojana Mihailovi¢
3. Matematika II — skripta, Mirko Jovanovi¢
4

. Matematicka analiza, teorija i hiljadu zadataka, za studente tehnike, II izdanje,
Milan Merkle

19



	Neodreeni integrali trigonometrijskih funkcija
	Pregled osnovnih smena kod neodreenih integrala trigonometrijskih funkcija
	Zadaci
	sin(x)cos(x)dx, cos(x)cos(x)dx, sin(x)sin(x)dx

	Odreeni integrali
	Metoda parcijalne integracije u odreenom integralu
	Smena promenljive u odreenom integralu
	Integracija neprekidnih parnih i neparnih funkcija na segmentu [-a,a]
	Rekurentne formule za odreene integrale

	Nesvojstveni integral
	Interval integracije nije konacan
	Podintegralna funkcija nije ogranicena

	Primena odreenog integrala na izracunavanje velicine površine

