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1 Rang matrice

Definicija 1.

Broj r je rang date matrice A,,,, # [0],xn (0znaka rang(A) = r) akko u matrici A,,x, postoji
kvadratna regularna submatrica reda r, dok su sve kvadratne submatrice reda veteg od r, ukoliko
postoje, singularne.

Specijalno, rang(A) = 0 akko je A,,x, nula matrica.

Napomena: iz definicije sledi da za proizvoljnu matricu A,,s, vazi 0 < rang(A) <min{m,n}.

Definicija 2. Neka je data matrica A,xy, # [0 |mxn Za koju je rang(A) = r.
Bazna submatrica date matirce A je svaka! regularna submatrica reda r koju moZemo uoéiti u
datoj matrici A.
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!Na osnovu Definicije 1, u matrici A postoji bar jedna regularna submatica reda r.
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Odredivanje ranga matrice na osnovu definicije moze biti zahtevan i dug posao, posebno kada
su u pitanju matrice veéih dimenzijal

Na primer, neka je data matrica Agys. S obzirom na njene dimenzije, rang moZe najvise da
bude jednak 6. Neka je pronadena jedna bazna submatrica reda 2. Koliko kvadratnih submatrica
reda 3, 4, 5 i 6 treba da bude ispitano, da bi mogli da zakljuéimo da je rang(A4) = 27

1.1 Jedan brzi algoritam za radunanje ranga matrice

Primetimo da se rang neke trougaone matrice ili rang takozvane "stepenaste matrice”? moze lako
odrediti:

Primer 2.
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Ideja: Za brze odredivanje ranga sve§¢emo matricu (onu &iji rang odredujemo) na oblik trougaone
ili stepenaste matrice. Ovo svodenje podrazumeva konaénu primenu takozvanih elemantarnih
transformacija matrice.

Definicija 3. Elementarne transformacije matrice su:

1) Zamena mesta dve vrste (ili kolone) matrice;
2) Mnozenje jedne vrste (ili kolone) matrice brojem koji je razli¢it od nule;

3) Dodavanje elemenata jedne vrste (kolone) matrice, prethodno pomnozenih nekim brojem,
odgovarajucim elementima druge vrste (ili kolone).

Definicija 4. KaZemo da su matrice A i B ekvivalentne ( oznaka A = B) akko se mogu dobiti
jedna iz druge primenom konaénog broja elementarnih transformacija.

2Opisno reéeno matrica A je stepenasta ako svaka njena ne-nula vrsta ima bar jedan ne-nula element ispod koga
se, u odgovarajucoj koloni matrice, nalaze sve nule.



Moze se dokazati sledeée tvrdenje:

Teorema 1. Elementarne transformacije ne menjaju rang matrice.

Dakle, za matricu A iz Primera 1 imamo:
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U zavisnosti od realnih parametara p i ¢ odrediti rang matrice A = |:
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Takode vaze i sledeca tvrdenja:
Teorema 2. Transponovanjem matrice ne menja se njen rang.

Teorema 3. Neka je data matrica A,,«, i neka su izdvojeni vektori vrsta: v; = [ai1 ... G ] € FX®

(1=1,...,m). Ako jerang(A) = r, tada medu vektor vrstama v; postoji taéno r linearno nezavisnih
vektora a preostlih m — r vektora su linearne kombinacije ovih r vektora.

Jedna primena prethodne teoreme ilustrovana je u Primeru 4.

Teorema 4. Neka je data matrica A,,x, i neka su izdvojeni vektori kolona: Wi =[0Q1j ... Gy ]T

€F™1 (j=1,...,n). Ako jerang(A) = r, tada medu vektor kolonama, w; postoji tacno r linearno
nezavisnih vektora a preostlih n — r vektora su linearne kombinacije ovih r vektora.

Primer 4.
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2 Sistemi linearnih jednacina

2.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.

Neka je dato polje F = (F, 4+, -). Sistem od m linearnih jednacina sa n nepoznatih, nad poljem F,
je skup (konjunkcija) jednacina oblika:

a1121 + a2 + ... + aipxy, = b1
a21T1 + a22%2 + ... + agpy = ba
U121 + Amaxo + ... + AQpTn = b,

gde su: x1, xg, ...z, nepoznate, a;; € F (i =1,..m, j = 1,..,n) su koeficijenti sistema,
b; € F (i =1,..m) su slobodni ¢lanovi sistema.

Ako je by = by = ... = by, = 0, tada se sistem linearnih jednacina (S) naziva homogeni sistem.
U suprotom, ako postoji b; # 0, sistem linearnih jednacina (S) se naziva nehomogeni sistem.

Sistem (S) moze biti zapisan i u matricnom obliku A - X = b tj.

a1 a2 ... Qin x1 b1
as1 a2 ... Qa2 ) bo
ami Gm2 .. Gmn Tn, bm
—_—— —_——
A X b

Definicija 2.

Uredena n-torka (o, g, ... any) € F™ je resenje sistema (S) akko zamenama x; := o, (i=1,..n)
svaka jednacina sistema postaje tacna jednakost.

Sistem je saglasan (neprotivrecan) akko ima bar jedno resenje.

U suprotnom, sistem je protivrecan (nesaglasan).

aill a9 e QA1p aill a19 e QA1p bl
.. . asy a9 . aon . asy a9 . aon bg . .
Definicija 3. Matrice A = . . . i Ab = . . . . nazivaju
Aml Am2 ... Gmn Aml Am2 .- Gmn | bm

se redom matrica sistema i proSirena matrica sistema.

Definicija 4. Dva sistema linearnih jednacina su ekvivalentna akko imaju isti skup resenja.



2.2 Gausov metod eliminacije za reSavanje sistema linearnih jednacina

Ovaj metod za reSavanje sistema studenti su ve¢ upoznali i koristili u srednjoskolskoj matematici.

Domadéi zadatak:
Obnoviti Gausov metod eliminacije tj. Gausov algoritam za reSavanje sistema linearnih jednacina!

Ovde ¢emo samo ukratko ponoviti neke najvazije pojmove i rezultate.

Gausovim metodom eliminacije polazni sistem se transformise u ekvivalentan sistem, cije je resenje
lakse odrediti.

Cilj je: transformisati polazni sistem u ekvivalentni sistem u ”stepenastom obliku”
tj. u sistem sledeéeg oblika:

15, Tjy s PPt + T, = 51
Oé2j217j2—|— ................................... + Qonx, = 62
O, Tjy i + appr, = B
0 = 51“4-1
0 = Bn
gdejer <m,n, ji <js<...<Jjr1koeficijenti ayj,,00,,..., 0, #0.

Nepoznate x;,, x;,,...2; se zovu vezane nepoznate, a ostale, ako postoje, slobodne nepoznate.

Napomena: U slucaju da je r = m ovaj sistem ne sadrzi jednacine oblika 0 = f;.

Transformisanje sistema u stepenasti oblik postize se konacnom primenom elementarnih trans-
formacija sistema i to transformisanje nije jedinstveno.

Definicija 5.
Elementarne transformacije sistema (S) su sledece transformacije njegovih jednacina:

(1) Zamena mesta dve jednacine sistema;
(2) Mnozenje jedne jednacine sistema brojem koji je razli¢it od nule;

(3) Dodavanje jedne jednacine, prethodno pomnozene nekim brojem, nekoj drugoj jednacini
sistema.

Sledeca teorema je u osnovi Gausovog metoda eliminacije tj Gausovog algoritma za reSavanje
sistema linearnih jednacina.

Teorema 1. Elementarne transformacije ne menjaju skup resenja sistema (S).

Napomena 1. Elementarnom transformacijom sistema linearnih jednacina (S) mozemo sma-
trati i zamenu dva sabiraka u jednoj jednacini ukoliko se odgovaraju¢e zamene izvrSe u svim
jednac¢inama sistema tako da se iste nepoznate pisu jedne ispod drugih. Ovom transformacijom
se vrsi zamena redosleda u nizu nepoznatih!

Napomena 2. Za svaku elementarnu transformaciju vrsta prosirene matrice sistema postoji
odgovarajuca elementarna transformacija sistema, i obrnuto.



Primer 1.

Resiti sistem Gausovim metodom eliminacije:

-2z x9 + x3 = 1,
T —2x9 + r3 = —2,
I Tro — 21’3 = 4
Resenje:
ry — T2 3rs = 1 (\/2 = —\/1+V2)
1 + 2x r3 = 1
3x1 + 3x2 T3 2
x| — X2 3x3 1 (\/3 = —3V1—|—\/3)
3To 4z = 0
3r1 4+ 3x9 T3 = 2
T — T3 3rs = 1
3o drs = 0 (\/3 = —2V2+\/3)
6132 8%3 = -1
Ty — ) 3r3 = 1
3x9 drs = 0
0 = -1

Zbog jednacine 0 = —1 sistem je nesaglasan (protivrecan, nema resenja).



Primer 2.

Resiti sistem Gausovim metodom eliminacije:

—2x1 T2 + T3 = 1,
1 209 + a3 = 2,
T To — 2x3 = —3.
Resenge:
—2r7 + 9 xr3 = 1 (\/1 — \/2)
1 — 2x9 xr3 = 2
xr1 + X2 203 = -3
r1 — 2x9 xr3 = 2 (\/2 =2V1 + \/2)
*21‘1 + T r3 = 1
r1 -+ o 2¢3 = -3
r1 — 2T9 Tr3 = 2 (\/3 = —V1+ V3)
- 3332 31‘3 = 5
T + T2 203 = -3
1 — 2x9 xr3 = 2
— 3x2 3rs3 = 5 (\/3 = Vo + \/3)
3.’E2 3.1‘3 = -5
rp — 2562 r3 = 2
— 3.’E2 31‘3 = 5
0 =0

Poslednji sistem, dakle i dati sistem ima beskona¢no mnogo resenja:

:Egzt,

T2 = _ga

4

ry=1t— = te R.
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3 Kroneker-Kapelijeva teorema

Slede¢a teorema je jedna od centralnih teorema linearne algebre i daje kriterijum resivosti
(tj. saglasnosti) sistema linearnih jednacina:

Teorema 2. (Kroneker-Kapelijeva teorema)
Sistem linearnih jednacina je saglasan ako i samo ako je rang(A) = rang(A%), gde je A matrica sistema,
a Ab prosirena matrica sistema.

Napomena: Kroneker-Kapelijeva teorema utvrduje da li sistem ima reSenje ali ne pokazuje kako da se
reSenje sistema odredi! Zato ¢emo u konkretnim zadacima kombinovati Kroneker-Kapelijevu teoremu i
Gausov algoritam.

Broj resenja saglasnog sistema (S) od m linearnih jednacina sa n nepoznatih, neposredno zavisi od
ranga matrice sistema. Vazi sledece tvrdenje:

Teorema 3. Saglasan sistem jednaéina (S) ima:
1) jedinstveno resenje, ako je rang(A) = n;

2) beskona¢no mnogo resenja, ako je rang(A) < n.



Primer 3. Primenom Kroneker-Kapelijeve teoreme ispitati saglasnost sistema u zavisnosti od realnog
parametra a, i u slu¢aju saglasnog sistema odrediti resenje sistema.

3r1 — 2m9 + bBxy + 4wy = 2
6rxy — 4dx9 + 4z + 34 = 3
927 — 6x2 + 3z3 + 224 = a.
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Primer 4. Primenom Kroneker—Kapelijeve teoreme ispitati saglasnost sistema u zavisnosti od param-
etara a, 3, v € R, i u slucaju saglasnog sistema odrediti reSenje sistema:

1 + 2732 + 373 = 0,
41 + dxo + 623 = [,
Txy + 8xg + 923 = 7.

Resenge: Polazeéi od prosirene matrice A® zakljuéujemo da primenom elementarnih transformacija vazi®:
1 2 3| « (Vo:=(-4)-V1 + Vo, V3:=(=T7)-V1 + V3)
Ab=14 5 6|8
7T 8 9| v
1 2 3 a
=10 -3 —6|p-4« (V3:=(-2)-Va + V3)
| 0 =6 —12 | v—T«
1 2 3 @
=210 -3 —6 b—4a
|0 0 0 |v—28+«a
Prema Kroneker—Kapelijevoj teoremi, posmatrani sistem je saglasan ako i samo ako je
rang(A) = rang(A’) <= ~=286—q, dok a, mogu biti proizvoljni realni brojevi.
Dakle, za takve parametre «, 3,7, iz poslednje matrice dolazimo do sistema:
1+ 2x9+ 323 = q,
—3x9 — b3 = 0 — 4«
koji je ekvivalentan pocetnom sistemu, i ¢ije je reSenje:
5 2 4 1
(xlv z2, .fL‘g) - <_§OZ + gﬂ +t7 ga - gﬂ - 2t’ t)a
za teR. O

pri‘¢emu ovde sa V,, i V, oznacavamo redom p-tu vrstu i ¢-tu razmatrane matrice
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Primer 5. Odrediti za koje je vrednosti parametra c€R sledeéi realan sistem saglasan:

2x1 4+ 3xo + 4x3 4+ dry = 13,
4x1 + 622 + 923+ 924 = 26,
4x1 + 629 + 8x3 + 1024 = c.

U slucaju kad je prethodni sistem saglasan resiti sistem.

Resenje. Sistem reSavamo pomodu prosSirene matrice sistema, vrSeéi redom elementarne transformacije
(koje su naznacene pored prosirene matrice sistema):

2 3 4 5|13 (Vo:=(-2)-V1 + Vo, V3:=(—2)-V] + V3)
4 6 9 926
4 6 8 10| c
[2 3 4 5 13
~10 0 1-1 0 ,
|00 0 0[c—26
(K2<—>K3)
[2 4 3 5 13
=20 1 0-1 0
|00 0 0|c—26

Iz prethodne prosirene matrice sistema dobijamo trougaoni sistem koji je ekvivalentan polaznom:

2x1 +4x3 = 13 — 3x9 — by,
3 = 0+ x4,
0 = c¢— 26.

Prethodni sistem je saglasan samo ako je c=26 i u tom slucaju reSenje polaznog sistema je

13 3 9
(«Tl; X2, T3, $4) — (? - §t - §Q7 ta q, Q>7

zat, geR. ]
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3.1 Homogeni sistem linearnih jednacina

Definicija 6. Sistem linearnih jednac¢ina oblika:

a1121 + a12x2 + ... + aipxy, = 0
a21T1 + ars + ...+ agpxry, = 0
am1T1 + amoxo + ...+ amnxn, = 0

naziva se homogen sistem.

Ocigledno, za svaki homogen sistem vazi: rang(A) = rang(A®) (jer poslednja kolona prosirene
matrice Ab, koju ¢ine sve 0, ne uti¢e na rang matrice Ab).

Dakle, svaki homogen sistem je saglasan i ima resenje (0,0,...,0) koje se naziva trivijalno resenje.

Kada homogen sistem ima i druga, takozvana netrivijalna resenja?

Iz Kroneker-Kapelijeve teoreme neposredno sledi:

Teorema 4.

1) Homogen sistem ima samo trivijalna resenja ako i samo ako je rang matrice sistema jednak broju
nepoznatih;

2) Homogen sistem ima i netrivijalna reSenja ako i samo ako je rang matrice sistema manji od broja
nepoznatih.

Specijalno, za kvadratni homogeni sistem (tj. za homogeni sistem u kome je broj jednaé¢ina jednak
broju nepoznatih) vazi sledeca posledica:

Teorema 5.

Homogeni sistem u kome je broj jednacina jednak broju nepoznatih ima netrivijalna resenja ako i
samo ako je detreminanta sistema (det(A)) jednaka nuli.

(Jasno je da je rang(A) <n < detA=0.)

Takode vazi i:
Teorema 6. Skup svih reSenja homogenog sistema ima strukturu vektorskog prostora.

(Pogledati i Teoremu 8 u materijalu Vektorski prostor!)
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Primer 6. Ispitati da li homogeni sistem:

x1 + 229 + 323 =0,
4x1 + dxo + 623 =0,
Tx1 + 8xo 4+ 93 = 0;

ima netrivijalna reSenja i ako ih ima nadéi sva netrivijalna reSenja i odrediti bazne vektore za vektorski
prostor resenja ovog homogenog linearnog sistema.

Resenje: Nije tesko zakljuciti da je r=rang(A) = 2 < 3 = n. Samim tim, ovaj sistem ima i netrivijalna
reSenja. Dati sistem se elementarnim transformacijama svodi na ekvivalentan sistem:

T + 229 + 323 =0,
—3$2 — 6$3 =0

Cija su netrivijalna reSenja:
(331’ x2, 113’3) = (t7 —2t, t)7

za t € R\{0}. Pored netrivijalnih resenja za prethodni homogeni sistem postoji i trivijalno resenje:
(21, 2, x3) = (0, 0, 0).
Dakle, skup resenja datog homogenog linearnog sistema je
V={( =2t t)[teR} ={t-(1, =2, 1)[teR}.

Skup V odreduje (realni) jednodimenzionalni vektorski potprostor vektorskog prostora R® = (R3 R) i
ima bazni vektor €= (1,—-2,1).

a
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4  Karakteristicni polinom, karakteristicne vrednosti
i vektori matrice

U ovom delu upoznademo se sa pojmovima koji osim znacaja u matematici imaju i Siroku prakti¢nu
primenu i u drugim naukama kao $to su elektrotehnika, racunarstvo, hemija, sociologija, ... Na primer,
u racunarstvu se razne pojave i procesi predstavljaju grafovima. U raznim situacijama i primenama
potrebno je podeliti graf na manje komponente sa zadatim osobinama, uz zadata ograni¢enja. Nazalost,
ovaj problem pripada klasi NP-complete, pa se za njegovo reSavanje koriste razne heuristike. Jedna od
najpopularnijih je podela grafa analizom karakteristi¢nih vrednosti i vektora matrice koja je tom grafu
pridruzena. Drustvene mreze, poput Facebook-a, koriste ove analize za grupisanje prijatelja. Osnova
PageRank algoritma, koji Google koristi pri pretrazivanju, je vektor koji odgovara najveéoj karakte-
risticnoj vrednosti matrice pridruzene odgovarajuéem grafu. Analiza rada kao i modelovanje Sirenja
virusa u racunarskim mrezama oslanjaju se takode na analizu karakteristi¢nih vrednosti i vektora matrica
pridruzenih racunarskim mrezama.

Neka je data kvadratna matrica A = [a;;] € F™*".
T

Z2
Neka je X = . nepoznata (nenula) matrica i neka je A nepoznati skalar iz polja F'.

In |y

Treba odrediti X i A iz uslova A-X = X-X odnosno (A—A)-X = 0.
Posmatrajmo (kvadratni, homogen) sistem ”predstavljen” matricnom jednac¢inom (A —MX)-X = 0O:

(a11 — Nzx1  + appr2 + ... + ainty, =0
aszr + (a2 —N)z2 + ... + agpty, = 0
an1T1 + an2xs + ... 4+ (appn—Nzy, =0

Ovaj (kvadratni, homogen) sistem ima netrivijalna resenja akko det(A — \I) = 0.

Definicija 1. Za kvadratnu matricu A = [a;;] € F™*" polinom

(all-— A) a2 N ain
a1 (a22<—-A) e asmn,
Po(\) = det(A — \I) =
ani an?2 e (ann — )\)

se naziva karakteristicni (sopstveni) polinom matrice A.

Koreni karakteristi¢nog polinoma se nazivaju karakteristicne (sopstvene) vrednosti matrice A.
Spektar matrice A je skup svih karakteristi¢nih vrednosti matrice A.

Karakteristicni (sopstveni) vektor matrice A je nenula matrica X za koju vazi A- X = - X.
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Primer 1. Odrediti karakteristi¢ne vrednosti i vektore slede¢ih matrica:

() (44) (i)

32 0 31 1 2 —10 6
A=1|2 4 -2/, B=|1 3 1], c=| 8 —-15 -1
0 -2 5 0 0 2 16 —15 3

Resenge: (i) Za matricu A karakteristi¢ni polinom
3-) 2 0
P3(\)= 2 (4=X) =2 |=-=A+12X2 -39\ +28
0 2 (5-N\)

ima tri realna i razli¢ita korena: A\ =1, Ao =4, A3 =T1.
Prvoj karakteristicnoj vrednosti A\; =1 odgovara slede¢i homogeni karakteristi¢ni sistem:

(3 — )\1) r1 + 2x9 = 0,
2x1 + (4 — )\1)$2 + (—2) 3 = 0,
—2x9 + (5—XA)z3 = 0.

Primenimo Gausov algoritam za reSavanje prethodnog homogenog linearnog sistema:

B=X)z1 + 2 9 =0 2x1 + 2z9 =0 (Va:=(-1)V1+ Va2)

221 +(4—X1)xg — 2 x3 =0 <— 221 + 3x9 — 223 =0
-2y +(B5—XA)x3=0 —2x9 +4x3=0
2x1 + 229 =0

= T9 — 223 =0 (V3:=2Vsy + V3)
—2x9 + 423 =0
2x1 + 229 =0
<~ To —2x3=0

0 =0 J

Netrivijalna resenja ovog homogenog sistema su uredene trojke (x1,x2,x3) takve da je x3 = ¢, x9 =
2t, 11 = —2t, gde t € R\{0}. Dakle, karakteristicnoj vrednosti \; = 1 odgovara karakteristi¢ni vektor

oblika:
-2t

X = 2t |, te R\{O}
t

Na slican nac¢in dobija se da karakteristicnoj vrednosti Ao = 4 odgovara karakteristi¢ni vektor oblika:

2t
Xo=| t |, teR\{0},
2t

dok karakteristi¢noj vrednosti A3 = 7 odogovara karakteristi¢ni vektor oblika:

t
X3 = 2t |, te R\{O}
—2t
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(i) Za matricu B karakteristi¢ni polinom
(3=2A) 1 1
Ps(\)= 1 (3—2X) 1 =M +8)X2-20)\+16
0 0 (2—-2A)
ima korene: A\j2 =2 1 A3 =4.
Karakteristicnoj vrednosti A1 2 =2 odgovara homogeni sistem:
B—=A2)z + T2 + x3 = 0,
1 + 3= Xi2)z2 + x3 = 0,
(2—=XA2)zg = 0.

Primenom Gausovog algoritma dobijamo da su netrivijalna reSenja ovog homogenog sistema uredene
trojke (x1,x2,x3) takve da je

T =p, T2=¢q, T3=—-p— ¢, p.q €R, (p,q) # (0,0).
Dakle karakteristi¢ni vektor koji odgovara ovoj karakteristi¢cnoj vrednosti je oblika:

p
X9 = q gde p,q € R, (p.q) # (0,0).
-p—gq

Na slican nacin se odreduje da trecoj karakteristicnoj vrednosti A3 = 4 odgovara karakteristicni vektor
oblika:

t
Xs= |t |, te R\{O}
0
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4.1 Kejli-Hamiltonova teorema i minimalni polinom

Neka je data kvadratna matrica A = [a;;] € F™*" i skalari ag, a1,...,a, € F (o, # 0). Izraz
Po(A) = ap A" + oy 1 A"+ ag A+ aol

naziva se matriéni polinom stepena n.

Teorema 1. (Kejli-Hamiltonova teorema)
Svaka kvadratna matrica A = [aij]nxn je nula svog karakteristicnog polinoma, tj. ako je P,()) karakteri-
sti¢ni polinom matrice A, onda je P,(A) = O, gde je O nula matrica istog reda kao i A.

Primer 2.
3 2 0
Data je matrica A= | 2 4 —2
0 -2 5

1) Odrediti karakteristi¢ni polinom matrice A.

2) Primenom Kejli-Hamiltonove teoreme odrediti matricu B = A%2020 — 12 A2019 4 39 42018 _ 98 42017
3-X 2 0
Resenje: Karakteristiéni polinom matrice A je Ps(\)=| 2 4-x —2 |=-2>+12)%2 -39\ + 28,
0 —2  5-2A

Prema Kejli-Hamiltonovoj teoremi imamo da je P3(A) nula matrica, to jest vazi:

0 0 O
Py(A) = —A%+12A4% —39A+28= |0 0 o0
0 0 O

0 0 0
Za matricu B dalje imamo: B = —A%17. (—A3 + 12 4% —39 A +281) = —A®™'" . P3(A) =] 0 0 o
0 0 0
0
Primer 3.
111
Data je matrica A= | 1 1 1 |. Primenom Kejli-Hamiltonove teoreme odrediti matricu A", n > 3.
111
Resenje: Karakteristiéni polinom matrice A je P3(\) = —\3 + 3\2. Prema Kejli-Hamiltonovoj teoremi

P;(A) je nula matrica, tj. vazi
—A? 4+ 34% = 0.

Ako poslednju jednakost pomnozimo sa A" ™3 dobijamo: —A3 +3A42 = O/ AT = A =3 AL

Dalje imamo:

3 3~ 3"
A" =34 = A" =3(3A"2) = A"=32(3A4"3) = ... .= A"=3"A=|3 3 3
3 3~ 3"

O
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Primer 4.

0 1 -3
Data je matrica A= | -1 0 4 [. Primenom Kejli-Hamiltonove teoreme odrediti matricu A™, n > 3.
3 -4 0

(Rez. A%F = (—26)F—1. A2 A%+l = (—26)F. A.)

Definicija 2.
Neka je data kvadratna matrica A = [a;;] € F™*". Ako za polinom

m(\) = M + a2 4 a2 2 4 b faid +ag

vazi da je to polinom najmanjeg stepena takav da je m(A) = 0, tada kazemo da je m minimalni polinom
date kvadratne matrice A.

Vazi sledece tvrdenje:

Teorema 2.

1) Svaka kvadratna matrica ima jedinstven minimalan polinom i on je delilac karakteristi¢nog polinoma.
2) Svaka nula karakteristi¢nog polinoma P, (\) ujedno je i nula minimalnog polinoma m(\) date kvadratne
matrice.

Na osnovu prethodne teoreme mozemo formulisati sledeéi algoritam:

Algoritam za odredivanje minimalnog polinoma date kvadratne matrice A, x:

1° Odrediti karakteristi¢ni polinom P, (\).
2° Izvrsiti faktorizaciju polinoma P, () na nerastavljive faktore.

3° Formirati sve moguce delitelje karakteristénog polinoma (tako da sadrze sve korene karakteristi¢nog
polinoma i da su jedini¢nog vodecéeg koeficijenta).

4° Medu deliteljima koji su formirani u koraku 3° izdvojiti one polinome koji se anuliraju u matrici A.

5° Minimalni polinom je polinom najniZzeg stepena medu polinomima odredenim u koraku 4°.
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1 11
Primer 5. Odrediti minimalni polinom matrice A= | 1 1 1
1 11

Resenje: Primenom prethodnog algoritma dobijamo:
1° P3(A\) = det(A — \I) = =23 +3)\2.
2° P3(A\) = = A A-(A=3).

3° Delitelji karakteristicnog polinoma P5(\) koji sadrze sve korene karakteristi¢nog polinoma i jedini¢nog
su vodeceg koeficijenta su:
gA) =AA=3)=22=3X1i f(A) =A2(A—=3) =3 -3\

4° Za polinome g(A\) =A% — 3\ i f(A\)=X3 — 3\% vazi: g(A)=A? — 3A=0 (proveriti!) i
f(A)=A3 —3A2=0 (proveriti!).

5° Minimalni polinom je m(\) = g(\) = A2 — 3.

Napomena:
Primetimo da se i minimalni polinom moZe iskoristiti za raCunanje n-tog stepena matrice A:

m(A) =0 = A2=3.A=0 e A2=3.4/ A2 — A" =3.4"1 — . — A" =3".4
O
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