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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija

Pregled osnovnih smena kod neodredenih integrala trigonometrijskih funkcija

Neka je R racionalna funkcija sa dve promeniljive.
Ako vaZi da je R(sinx,—cosx) = —R(sinx,cosx), uvodimo
smenu f = sin X. Razmatramo dva sluéaja Neka je cosx > 0.

Tada je cosx = V1 —sin®x = /1 . Imamo da je

dt
dt=cosx dx, odnosno da je d x = ——. Prema tome,
] V1—1t2
dt
: _ _ 12
/Fx’(sz,cosX) dX-/R(t, 1—t ) —

U sluéaju da je cosx < 0, imamo da je cosx = —v/1 —sin® x
=—V1i-tidajedx=— o

Vot
J R(sinx,cosx) dx = (sinx, —cosx) d x

- f/ tm)( 1—t>
Ji

1—t2 .
\/1—t2

odakle dobijamo da je
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija

Pregled osnovnih smena kod neodredenih integrala trigonometrijskih funkcija

Ako vazi da je R(—sinx,cosx) = —R(sinx,cos x), uvodimo
smenu t = cosx, dt = —sinx d x. Ne gubedi na opétosti

mozemo uzetidajesinx =v1—-t2idx = _W Dobijamo
Eodt
; - Vi) 2
/F?(smx,cosx)dx— /F?( 1 t,t) Nk

Ako vaZzi da je R(—sinx,—cosx) = R(sin x,cos x), uvodimo
smenut=tgx, dt= dx . Iz osnovnog trlgonometruskog
identiteta sin2X+c052X = 1, deljenjem sa sin? x, 0dnosno cos® x
dobijamo 1+ tg%x = i tj. imamo da je

coszx’
. 2 _
Trigx | COSTX = 1+tg —. Ne gubeci na opstosti, zbog
uslova R(—sinx,—cosx) = R(sin x,cos x) mozemo uzeti da je

0 tgx t . 1 v
sinx = = I cosX = = , Sto
V/1+tg2x \/1+2 Vitg2x V1482
posledi¢no daje dx = Dobijamo

2
Sln2X: Lo

1+t2

. t 1 dt
/R(smx,cosx) dX/R(\/W’m) e
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija
Pregled osnovnih smena kod neodredenih integrala trigonometrijskih funkcija

Ako funkcija R(sin x,cos x) ne zadovoljava nijedan od prethodna
tri uslova, uvodimo standardnu smenu t =tg . U ovom slucaju

vazi da je

2tg %
sinX:2$in—cos§: 92 = 2 i
2772 1+4+tg2x 1422

1 _tg2X 42
COSX:COSZX smzi tg 2 = ! t o
2 2 1+4tg?f 1+£

imamo da je dx = z—dt Dobijamo
+12

dx
Kako i = —"
ako je dt Do % ]

1-t2\ dt
/RszcosX Ydx = 2/ ( t2’1—|—t2>1+t2'
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija
Zadaci

Odrediti sledece integrale:

. 2

) sin X

/) /cos3XdX’

.. dx

i [ ——,
(24 cosx)sinx
sin(2x)

iii R
) 1+cos?x '

. sin X cos X
iv) ﬁdxa
sin” X + cos™ X

V) / dx
sin®x
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija

Zadaci
q si n X
COS

/ tZdt _{ U:t, dv:st;d1t)2 }_
(1-1)? | du=dt, v=—-}3"
ot tpdt ot 1|’t—1
2(r-1) 2/ -1 2(r-1)

sin X 1 Isinx—1

Dcos?x 4" sinX+1’

ii)/ dx :/ sinxdx _
(24 cosx)sinx (24 cosx)sin® x
l = cosx, - dt _
{ dt = —sinxdx }_/(2+l‘)(1—l‘2)

at
/(t+2)(t2—1)

cosxdx— i = SRS =
"] dt = cosxdx [
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija

Zadaci

A(2—1)+B(t42)(t—1)+C(t+2)(t+1)

1t __ A, B, C _

(t+2)(2—1) — 2 T 1 T (t+2)(2—1)
A(2=1)+B(t+2)(t—1)+C(t+2)(t+1) =1
t=1 = C=}

t=-1 = B=-}

t=-2 :> A:%

. ey 1pdt 1 7dt _
(t+2) t2—1 3 t+2 2/ t+176/) t—1~

204 2 _
(t+2)<(t 1) _ (cosx +2)(cosx —1) LC
6 ( cosx+1)3
sin(2x) _ [2sinxcosx ,
M ] Treox =] Trcotx I
I = cosx, B 2tdt 5 B
{dt — —sinxdx}_ 1+t2_7|n(1+t)+c_

—In (1 +coszx> +C
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija

Zadaci

sin X cos X Silibg dx
iv —C/X,:/% —
) /sin4x+cos4x % 1 cos? X
t = tgx, _/ tdt / dt2 B
dt = 2¢ [T/ 2
1 1
—arctg t2+C:§arctg (tg2x)+C
dx t—tgz, dx_z‘“
v) /T_ di = X — '3
sin® X 2c052’2(’ sin =1,

2
(+t2) dt dt 1 ;dt
4/“0’”2 Tl E

-2 Il . _19°5-19°°5 Inlig}|
8 2 - 2

+C
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija

Zadaci

Domaci zadatak

Odrediti sledece integrale:

i /sinZXcossx, {%,%+c}

. ax _

) /sinzxcosx7 (] 3]s ]

sin X )

”I) / > 1 +2C052de, Vcos2 x+2+4+2In \/1+2c052X7\/§c05X‘+C}
Cos< X L

iv) /Sin5XCOSGXdX {cosﬁx 2009 _ coslx CJ

) S R S i

sin? X + cos X

/ sin® X — cos X
2sinX —cosX

3sin®x+4cos2x

vii) | _dx £
cos(2x)’ [z

In | 2cosx \5-1‘7 P }
2cosx+v/5+4+1 o=l

SinXdX7 [\n‘c052x+cosx71‘7%

1 2—sinx 2 o COSX
{1‘”‘2+sinx 7\/—5‘119\3 75 +C}

vi)

235+
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija

Zadaci

Domadi zadatak
sinX cos X retg (sin? x
vii) | =————dx, {%-c]
1+sin® x
. sinxdx
IX) /—3, [ Tinltgx+1]+ %\n<rg2x tgx+ 1) } iarctgz'gx g CJ
cos3 X +sin° x .
. 2
sin® X
X) —dX, x— - arctg (V2tgx) +C
1 +sin? x V2
- 2
. sin© x
XI) /COS6X dX7 H—tg5x< $19° x+ C}
Xif) /sin4XdX, [ sin(4x)— § sin(2x)+ § +C|
dx
XIII) /2 X X+5’ {%arcrg%<c}
sin X — cos
. 1 —sinx + cosx %41
Xiv) [ ———— {472“1 2! ‘w}
1+sinx —cosx 93
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija
Integrali tipa ['sin(ax) cos(Bx) dx, [cos(ox) cos(fx)dx, [sin(ox)sin(fx)dx

. /sin(ax) cos(Bx)dx =

;/(sin((aJrB)x) +sin((a—B)x)) dx =

1 (cos((a+B)x) cos((oc—B)x)
—2< o R >+C,Oc7éiﬁ,

o /cos(ax) cos(Bx)dx =
5 [ (cos{(@-+B)x) +cos((a— B)x)) dx =

1 (sin((e+B)x) sin((ax—p)x)
2< atp + a—B )-l—C,OC;é:i:ﬂ,

S /sin(ax) sin(Bx) dx =
;/(—cos((a+[3)x) +cos((ct — B) X)) dx =

1 [/ —sin((a+B)x) sin((a—PB)x)
< e >+C,a7éiﬁ.

2
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Neodredeni integrali trigonometrijskih funkcija

Integrali tipa ['sin(ax) cos(Bx) dx, [cos(ox) cos(fx)dx, [sin(ox)sin(fx)dx

Zadatak
Odrediti sledece integrale:

i) [sin(2x) cos(3x)dx,
ii) [sinxsin(2x)sin(3x)d x,
i) [ cosx cos(2x) cos(3x)dx.

Resenje:

/sinx sin(2x) sin(83x)d x,=

5 /sm (2x)(—cos(4x)+cos(2x)) dx =

—_

4/ —sin(6x) +sin(2x) +sin(4x)) d
<cos (6x) cos(2x) cos(4x))

+C.

A=

2 4
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Odredeni integrali

Funkcija f definisana na segmentu [a, b] je integrabilna na tom
segmentu ako i samo ako je ogranic¢ena na [a, b] i ako ima
najviSe prebrojivo taCaka prekida na [a, b].

Njutn-Lajbnicova formula:

Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a, b], onda vazi

b
= F(b) - F(a),

b
/ f(x) dx = F(x)

gde je F primitivna funkcija funkcije f na [a, b].
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Odredeni integrali

IzraCunati sledeée odredene integrale:

T

i /sinx ax,
ax,

1
)
2 2
X<, 0<x<1,
fii) /f x) dx, f(x):{
o

2—x,1<x<2,

) /\/x2—2x+1 ax.
0
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Odredeni integrali

ReSenje:
T
)] /sinx dx = —cosx
0
ii) Podintegralna funkcija f(x) = 1 nije ograni¢ena na
segmentu [—1,1], pa prema tome nije integrabilna u
Rimanovom smislu.

2
i) [ f(x) dx, ﬂm:{
/

" = —cos(rm) — (—cos(0)) = 2.
0

X2, 0<x<1,

2—x,1<x<2,

2 1 2

/f(x) dx:/x2 dx+/(2—x) dx =
0 0 1

x3 |

2

1 1N 1 1 5
SR S S DL L
37 ( 2) 37276

2
+ <2x— X)
0 2
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Odredeni integrali

2 2
w)/vQZZEIde:/n—ﬂdx:
0 0

1

/(1 —x)dx+/2(x—1)dx: <X—X22>
1

0

1 1
1——42-2-(--1)=1
pre-z-(51)
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Odredeni integrali

Metoda parcijalne integracije u odredenom integralu

Metoda parcijalne integracije u odredenom integralu:

Neka funkcije u i v imaju neprekidne prve izvode na segmentu
[a,b]. Tada je

b
/u(x)v’(x) dx = u(x)v(x)
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Odredeni integrali

Metoda parcijalne integracije u odredenom integralu

Zadatak

V3
‘o . . X
IzraCunati odredeni integral / arcsin ——
1+ x
0
Regenje: Neka je u = arcsin 12%; i v = x. Tada je
; 1 2(14x2)—4x® _  2(1—-x3) .+ ,
i v S (B R [ (E= R =1
T (1+x2)2

Funkcija v’ nije neprekidna na segmentu [0,+/3], ima prekid u
tacki x =1, prema tome, ne mozemo primeniti metodu
parcijalne integracije. Medutim, ova funkcija je neprekidna na
intervalima [0,1) (1,+/3].

V3 1 V3
. 2X . 2X . 2x
arcsin——— dx = [ arcsin———= dx+ [ arcsin—— dx =
1+ x2 14 x2 1+ x2
0 0 1
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Odredeni integrali

Metoda parcijalne integracije u odredenom integralu

_ H 2x —M
_ } u=arcsingTs, dU—“sz'(ng), _
dv=dx, v=x

V3 f 2xdx
1 (

1
o2x | / 2xdx )
= X arcsin — + X arcsin
14+x2 |, (
0

1+ x2) 1+ x2 1+x2)
V3 o | ) V3
:Xarcsm_l_i_ix2 . —In(1+4x) 0+ln(1 + x°) T

=3 g —In(2) + In(4) — In(2) = V3 g

Koristili smo da je

) X2 -1, x<—-1Vvx>1,
I1—x°| =
1-x%, —1<x<1.
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Odredeni integrali

Smena promenljive u odredenom integralu

Smena ¢(x) =t )

B
[1etxnax= [row(nat
a (04
f neprekidna funkcija na segmentu [o, ]
a=¢(a),B = ¢(b);
- ¢ je strogo monotona funkcija na segmentu [a, b);
- v =0 ',y je neprekidna funkcija na segmentu [, B].
Smena x = ¢(t)

b B
[ fxax= [ fot)e'(tyet

f neprekidna funkcija na segmentu [a, b];
a=o¢(a),b=o(B);

¢’ neprekidna funkcija na segmentu [o, B];
fo ¢ je definisana za svako x € [«, B].
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Odredeni integrali

Smena promenljive u odredenom integralu

Zadatak

IzraCunati odredene integrale:

4
) [xVx>+9dx,
0

4
i) [ xvx2+9dx.
4

Regenje: Uvedimo smenu t = x2 49, funkcija (x) = x?+9 je
monotono rastu¢a na segmentu [0,4]. Imamo da je dt=2xdx
idajezax=0,t=9,azax=4,t=25. Prematome,

4 25 5
foimraan=1 [viar= el - 1321 %
0 9

2
5 3 3

Kako je f(x) = xv/x2+9 neparna funkcija i kao je segment

[—4,4] simetrican u odnosu na koordinatni poCetak vazi da je

4
[ xvx2+9dx=0.
4
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Odredeni integrali

Smena promenljive u odredenom integralu

Zadatak

3
Izracunati odredeni integral Of arcsin /75~ +X ax.

Resenje: Primenimo metodu parcijalne integracije. Neka je

Tadaje v/ = =}, /1x ixx _ 1

1+X - 2V x (02 — 2Vx(1+x)

Dalje, imamo v=xi v/ =1. Prema tome,

3
) X U=arcsin, /X, du=31--&__
/arcsm —dx= T4+x7 T2 Vx(14x)°
/ V 1+x dv=dx, v=x
_ X
X arcsin 4 | ——
1+x

U = arcsin

3 3 3
1 xdx 1 xdx

o 2 Vx(+x) "2 VX
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Odredeni integrali
Smena promenljive u odredenom integralu

1 xdx
Uvedimo sada smenu t = /x u integral —
2 i

Funkcija ¢(x) = v/x je strogo monotono rastuca funkcija na
segmentu [0, 3].

vasi L [_xdx__ | t=vx x=0-1=0, | _

20/\/7((1+x) N dt:éT x=3-t=v3 [~

V3

t2dt

1+
0

3
Zakljudujemo /arcsin g dx = 4 V3.
J 1+x 3

= (t—arctg f)

r
0 3
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Odredeni integrali

Smena promenljive u odredenom integralu

Domaci zadatak

IzraCunati odredene integrale:

V3
i fXarcsin%dX, {3 +\f3—2}
0
1
) f2xarctgﬁdx, [%}
II/) : larctg § —arctg 2+ 1]
1
1
iv) Ofaf:g\\ﬁfdx 2n—32n2-3In2]
2
v) ofln%rﬁdx, [-8In2+6In3]
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Odredeni integrali

Smena promenljive u odredenom integralu

Domaci zadatak

1
; In(1
Vi) of (g+’:(’;2)dx (17 —In2]
- i In(cos x) In2
VH) g‘(sinx-i-cosx)2 dX’ [7 B %}
2r 5
viii) [ €¥|sinx|dx, {%(1 +em) }
0
)fmsegf?dx [4—7]
In2

X) ({(1—1—6’()2 dx. [%an—InS}
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Odredeni integrali

Integracija neprekidnih parnih i neparnih funkcija na segmentu [-a, a]

i) Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [—a, 8] i neparna.

a
Tadaje [ f(x)dx=0.
—a

ii) Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [—a, &] i parna. Tada

je f f(x)dx = fo(x)dx.
“a 0

Resenje: faf(x)dx: fo f(x) dx+faf(x)dx
—a —a 0

0 _ _ _ 0
_faf(x)dXZ{ dx’;__d;: SEPIA }:—aff(—t)dt:
[Ht)dt=— [f(tydt=— [ f(x)dx

a 0 0

fa f(x)dx = —faf(x)dx+faf(x)dx:0
-a 0 0
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Odredeni integrali

Integracija neprekidnih parnih i neparnih funkcija na segmentu [-a, a]

Domaci zadatak
Izracunati odredene integrale:

1
17

] X
i | ——=dx,
) 1 V1+x2

(]

y 2 . 4
i) /ex sin(2x) cos3 x d x,

-7
1

1+x
fii) /cosXIn X,
1—x

d

ISCIL

iv) /tgxdx.
—7
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Odredeni integrali
Rekurentne formule za odredene integrale

Zadatak

1

2
Izvesti rekurentnu formulu za odredeni integral / sin"xd x.
0

Resenje: Primenimo metodu parcijalne integracije

2 - n—1 s n—2
_ u=sin"""'x, du=(n—1)sin""“xcosxdx,
Ih= [ sin"xdx = .
dv=sinxdx, VvV=—cosx
0 L4
% 2
= —cosxsin™ T x +(n—1)/sin”_2Xcoszde
g 0
s s
=(n—1) /sin”_zxdx—/sin" dx
0 0

=(n—1)lp2—(n=1)I,.
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Odredeni integrali

Rekurentne formule za odredene integrale

Dobijamo rekurentnu formulu /I, = %ln_g. Odakle sledi da je

zan=2k
L _2k-1, 2k-12k-3 ~  2k-12k-3 1,
2k— Tp) k2T "o pk_2%kAT T "ok 2k—2 270
%
B I _(Rk-1)x
IO_/dX_E’ ok = (2K 2’
0
azan=2k-+1
Lo 2k 2k 2k-2 __ 2k 2k-2 2,
B T ok 1 T 2k 12k—1% 3T T 2k 12k—17" 3"
% T (2k)||
0
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Odredeni integrali

Rekurentne formule za odredene integrale

Domaci zadatak

Izvesti rekurentne formule za izraCunavanje odredenih integrala:

3

2

i) /cos”xdx, [lh="21 0]

ii)
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Nesvojstveni integral

Interval integracije nije konacan

Neka je funkcija f definisana na intervalu [a,+) i neka je
integrabilna na svakom segmentu [a, b]. Ako postoji blim F(b)i
—foo
konaCan je, gde je F primitivna funkcija funkcije f na intervalu
+oo
[a,+<2), onda kazemo da je / f(x) d x konvergentan, u

a
suprotnom je divergentan.

/f x)dx = lim /f x)dx = lim F(b)-F(a)

a
Zadatak

Ispitati konvergenciju integrala / L
X2 +4x+5
T dx B T dx _ 5 e
0/x2+4x+5 = 0/(x+2)2+1 = arctg (x +2) .

: T
= blTooarctg(b+2)—arctg (2) = E—arctg (2)
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Nesvojstveni integral

Interval integracije nije konacan

Ispitati konvergenciju integrala 70 e
p gencly g 21 x_2
—+oo
2/x2+x 2 /(x+2 x—1)
B Cx+2- —1)
B 3/ (x+2)(x dx
1
- 3/( 1 x+2)dx
— 1| S
3 nx+2
1 b—1 1 2-1 m4
= |lim =In In —

botwd b+2 3 2+2 3
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Nesvojstveni integral

Interval integracije nije konacan

oo

Ispitati konvergenciju integrala / arc):(tzg X ax.
1
/arctgxdx _ Ju= arctgx dv =g, }
x2 du=3Le, v=—
_ arctgx dx
- x / (1+ X2)
B arctg X [x2+1-
- / 1+ x2)
B arctg X
= / / a2
arctg X

’
= - Inx — = In(1+x2
. +Inx 2n( + x9)

arctg x X
= 9 + 1

n
X V14+x2



Neodredeni, odredeni, nesvojstveni integrali i primene

Nesvojstveni integral

Interval integracije nije konacan

y t ; t
/archdxz A /archdx

X2 b—r+-o0 X2
| = lim 1<—amtgb—i—|n b >+arCtg1—|n 1
T Vitee) 112
)
= Z+InVv2
4
Zadatak
dx
IzraCunati integral /
3S|n X+5cos2
/ dx dx
3sin? x +5cos2 x 3tg x-|-5cos2
ArEs oo
{ t=1gx, x—0—>t:0, }_ dt 1 ! arctg 3t -
dt= coszx’ X:g_)t:_FOO 0 3t2+5 Val 0

) 1 \/§ T
[ —arct —b] —arctg (0) =
bt B D ( 5 ) 9(0) 2v/15
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Nesvojstveni integral
Interval integracije nije konacan

Zadatak
3

dx

Izra¢unati integral / —_—
) £ 5+2cosx’
Vs

dx
Integral /7 ne mozemo resSavati smenom t =1g %, jer
9 5+2cosx 92

0
funkcija o(x)= tg 5 ima prekid u tacki x = . Vazida je

Na segmentima

/5+2cosx /5+2COSX /5+2cosx
[0 7r] i [m,2m] funkcua o(x )—tg 5 je rastuca funkcija, sledi

0/5+Zcosx:O/5+2cosx+/5+2003x:
T

{ 19§, x=0-1=0, X:7t+—>t:—oov}
0

dx=20%, x=71 —t=+ew, x=21—t=
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Nesvojstveni integral

Interval integracije nije konacan

Vi o4t odt
/ 1 t2 2 +/ 1-12 2 -
] 21+t2 (1+82) (5+21H2>(1+t)

/ 2dt 24t +°°27dt / _

) 7+3t2 7+3t2 7+31‘2 7_m1+<\/»>
u:\/gt, t=—oo U= o, |

du=\/3dt, t=teosu=te |

2 7 du 2 T

= arctgu| =
NIRRTVt ikt I
2 ( lim arctg (b) — _lim arctg(a)) —L<E+E) _2n
V21 \b—+e a——oco T J/21\2 "2 _m‘



Neodredeni, odredeni, nesvojstveni integrali i primene

Nesvojstveni integral

Interval integracije nije konacan

Domadi zadatak

Ispitag} konvergenciju integrala

i /% [1]

0
o0

X
i) ax , [divergira]
X

0
~+oo

fii) / cosx dx, [divergira]
0
~+oo

iv) dx

1+ x2’

o0

V) 0/ % dx. (7]
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Nesvojstveni integral

Podintegralna funkcija nije ograni¢ena

Neka je funkcija f neograni¢ena u okolini taCke b i neka je
integrabilna na svakom segmentu [a, b — €]. Tada vaZi

b b—e
/f(x) dx = lim /f(x)dx.
8—)0+

a a

dx
Ispitati konvergenciju integrala / >
—1

1 0 1 L
dx _ [dx dx . dx dx
JE o [y [ [
X X X e—04 X E—04 X
=T 0
I|m Inle|—In|—1]+In|1]— I|m In|&|= lim Inje|— lim In|&| =oc0—oo
-0, =0 ¢—04

Integral divergira. Podlntegralna funkcija je neparna i
neograni¢ena u nuli, ali integrabilna na svakom segmentu koji
1

. . dx
ne sadrzi nulu, pa je v.p./7 =
1
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Nesvojstveni integral

Podintegralna funkcija nije ograni¢ena

1

Ispitati konvergenciju integrala / Inxd x.
0

= — dx
/InXdX:{dl“:_lgi ‘C/“i;x }:xlnx—/dx:

XInx—x+C=x(Inx—1)+C

/Inxdx— lim /Inxdx—
5 e—04

Ine—1
—1— lim (g(lne—=1))=—1— lim #:
e—04 e=0,
1
—1—lim 5 =14 lim e=—1
=04 —— e—=0,4

2
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Nesvojstveni integral

Podintegralna funkcija nije ograni¢ena

Domaci zadatak

Ispitat% konvergenciju integrala

. dx
— 2
i rd 2]
0
[ d
) X .
i) 1/ Inx’ [divergira]
F o 1d
X . 5
fii) /sm}ﬁ. [divergira]
~2
Zadatak

arcsinx

V1—x2

Izracunati integral /
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Nesvojstveni integral

Podintegralna funkcija nije ograni¢ena

Podintegralna funkcija nije ograni¢ena u okolini tacke x =1. U
pitanju je nesvojstveni integral 1l vrste. Uvodimo smenu
t=arcsinx, dt= \/7 Funkcija ¢(x) = arcsin x je rastuca

funkcijaivaZidajezat=¢(0)=0it=¢(1)=7Z. Imamodaje

(VE]

arcsz
e

Vi-x 0
Integral sa desne strane je odreden integral koji reSavamo
metodom parcijalne integracije.

_ oty u=sint, du=costdt,
I = /S|ntedt—{d‘/:etdt7 V:et

uUu=cost, du=-sintdt,
dv=eldt, v=e¢l
= sinte! —coste! — /sinte dt=(sint—cost)e' -/

I—f(smt—cost)e +C

sinteldt.

= sintet—/costetdt =

SE]

sinteldt= ~(sint—cost) e ez +

Lol
o 2 .2

:\Mm

2(
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Primena integrala na izracunavanije veli¢ine povrsine

b e ~b
P+ P, = [ f(z)dz +[—f(x)dz :/ |f(z)|dx
a b a

b .
P = [ f(x)da y=f(x) /

a b /e

[-sts
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Primena integrala na izracunavanije veli¢ine povrsine

Zadatak

IzraCunati veli¢inu povrSine ogranicene krivom y = sin X i odseCkom
x-ose [0,2 7).
Vazida je
or 2n
/ sinxdXx = —cosx
0

= —cos(2m)+cos(0)=—-1+1=0,
0
dok je veliCina trazene povrsine jednaka je

2 T 2z
/ \sinx|dX:/ sinXdX—/ sinxdx =
0 0 T
2z

= —cos(m) + cos(0) + cos(2 ) — cos(w) = 4.

T

—CcosX | +cosx

0

=[sinzdr=2 /

J0

1'r/I2 ™ 311'/2 2w
-1 4
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Primena integrala na izratunavanje veli¢ine povrsine

Zadatak

Izracunati veli¢inu povrSine ogranicene krivom y = In X i pravama
1 -
y:O,x:Elx:e.

Deo ravni ograniCen krivom y = Inx i
1

pravama x = 5, x = e i y = 0 nalazi
se ispod, a deo iznad x-ose. Veli€inu
povrsine trazenog dela ravni mozemo - -
predstaviti kao zbir veliC¢ina povrsina R
delova ravni na slici oznacenih sa P; P
i P,. Neodredeni integral funkcije - ° ?/1 2|
¥ = Inx odredujemo metodom par-

cijalne integracije, dok odgovara- 1
juée odredene integrale raGunamo ko- - e

riS¢enjem Njutn—Lajbnicove formule.
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Primena integrala na izracunavanije veli¢ine povrsine

= —(XInx—x)

+ (XInx —x)
1

1

11 ° 2
= 1-——-——+e—-e+1=2——
e e e

Zadatak

Izracunati veli¢inu povr$ine ograni¢ene krivom y = In X i pravama
y=—-lix=e.
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Primena integrala na izracunavanije veli¢ine povrsine

Ako sa P5; oznacimo veli¢inu povrSine pravougaonika Cija su
temena tatke (1,0), (e,0), (1,—1)i(e,—1), imamo da je

1 1
P3:(9—>~1:e—.
e e

KoristeCi prethodni zadatak imamo da je P =
Po+Py—Pi=1+e-1-1+2=e+1. :
Direktnim izraCunavanjem dobijamo da je ' T~
veli¢ina traZzene povrsine jednaka y=mhg
A .
P = ﬁ (Inx—(~1)) dx Lk
e e -t
1 ‘
= (XInx—x+x) :e+6. !
1 -

Domadi zadatak

Izradunati veli¢inu povrsine ograni¢ene krivom y=—2In(v/'x2+1+x)
i pravama x = 1i y = 0. {P:2<In(\/§+1)—\@+1>}
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Primena integrala na izratunavanje veli¢ine povrsine

Zadatak

Jednadinama x? + y2 = 8ix = %yz date su kruZnica i i parabola.
IzraCunati veli¢inu povrSine njihovog preseka.

TraZena veliCina povrsine jednaka je P = 2(P; + P,). Tacke
preseka kruznice i parabole su reSenja sistema

X2 +y2 — 8 B P
2x—y? = 0. / : /%

TraZzimo koren kvadratne jednacine N | S
x2+2x —8 =0 za koji vazi x > 0.

S -

Imamo da je x =2 i y = +2. Veli€ina povrsine P; jednaka je
2 2 V8

/ \/2xdx:§v2x3 :g,za P> imamo/ V8—x2dx =
0 2

0
X X\ V8
(\/8—X2+4arcsin \/§> =2nr—2-n=n—2, paje P=2n+3%.

2 2
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Primena integrala na izratunavanje veli¢ine povrsine

Domaci zadatak

Jedna¢inama x? + y? = 11i x% + (y —5)? = 16 data su dve
kruZnice. Izracunati veli¢inu povrSine njihovog preseka.

TaCke preseka kruznica su reSenja sis- s
tema  X°+y? = 1 Ao
x24+(y—5)2 = 16. / . y
Oduzimanjem druge jednaCine od | |
prve dobijamo da je 10y — 25 k
-5, odnosno da je y = 2
x = /7. Dalje, imamo da je P

2/()ﬁm_<5—m>dx S

oS T S X /16— 2 X
2(2 11 X—l—zarcsmm 5X—i—2 16 X+8a|rcsm4

—5\ﬁ+1 1 arcsin\/ % + 16arcsin \f

V7

0
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Primena integrala na izracunavanije veli¢ine povrsine

Zadatak

« . eve - . 2 2
IzraCunati veli¢inu povrS$ine elipse % + % =1l
Imamo da je

va
P = 42/ Va?—x2dx
0

> a
= 42 (g\/a2X2+azarcsin)a(> ,
ban
= 43z pabm
b
=@ a
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Primena integrala na izracunavanije veli¢ine povrsine

Domaci zadatak

Izracunati veli¢inu povrSine ogranicene krivom y = % i pravama
y=0,x=0ix=1. [In(e+1)—In(2)]

Domaci zadatak

IzraCunati veli¢inu povrSine ogranicene krivom y = /X + 3 i pravama

y=0ix=6. [18—2v3]

Domaci zadatak
Izracunati veli¢inu povrSine ogranicene krivama y =sinX, y = cosX i
odseckom x-ose [0, 7]. {2 (\@ — 1)}
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