Elekirotchnicki fakullet u Beogradu, Odsel: za softversbo inienjerstuo

sk. 201972020, . ..
1. Rimanov odredeni integral

2. Potrebni i dovoljni uslovi za integrabilnost funkcija

Teorema 2.1 Ako je funkcija f integrabilna na odseéku [a, b] tada je f ogranizena na [a, b).
Teorema 2.2 Ako je f neprekidna na [, b] tada je f integrabilna na [a, 8]

Teorcma 2.3 Ako je f definisana i ograniéena na [a, b] i ako na odseéku [a, b) ima konaéno mnogo tacaka
prekida, tada je f integrabilna na [a, b].

Teorema 2.4 Ako je f monotona na odse&ku [a,b] tada je f integrabilna na [a, b).

Primeri:

1. Koje funkcije su integrabilne na segmentu [0, 1]:
z3, r<1/2

1/z, z#0 1 . . B =
=)= { 5 =0 Vg Y lesm D el ) g(z)—{g,—z, i>;ﬁ

2. Odrediti (bez izratunavanja integrala) da li su funkcije f, g i h integrabilne na segmentu [—1,2] i
odgovor obrazloziti.

3
el/(l—"‘), z>1 5 z#D0

f(x) = arcctg(z — 10), g(z)= » o h@)=4 F
In(3—-xz), z<1 2017, = =0.

3. Svojstva Rimanovog odredenog integrala

Teorema 3.1 Neka su funkcije f i 7 integrabilne ua [a, b]. Tada vazi:

1) (Linearnos! inlegrala)
Funkcija h(r) = a- f(z) + B-g(z) (a,B € R) je integrabilna na [a,b] i vaZi
b b

/ “(af(z) + Bo(z)) dx = a [ r@ax + 5 [ g@rax.

2) (Aditivmosi integrala)
b e b
Za bilo koje ¢ € [a, b} vazi: / flzydx = j F(z)dx + f f(z)d=
a a c

3) (Modularna nejednakost)

]
(z)dx j 1£(z)| dx.

Funkcija [ f(z)| je integrabilna na [e, b] i vazi

4) Funkcija f(x)- g(z) je integrabilna na [a,b].
5) Funkcija f(z) je integrabilna na [a, 8] C [a, D).
6) Akoje (Vz € |{a, b])f(:c) = fi(z) oslm u kona&no mnogo tacaka, tada je funkcija f, () integrabilna

na [a,b] i vazi f Flz)dx = / fi(=x) dx.

7) (Vz€a,b]) fla) 20 = jf(x)dx >0

(Vz € [a,b]) f(z) >0 = [ flx)dx >0
b
B) (Monotonost infegrale) (VE € [a, b)) f(z) < g(z) = j J(x)dx < j g(z) dx.

a

b
(Vz € [a,b]) f(z) < g(z) = /f(:r)dx <jg(a:)dx.

1




Primeri:

3
1. Odrediti znak integrala (bez izraéunavanja integrala): / x? log £ cos? ¢ dz.
2

2. Uporediti sledeée integrale po velitini (bez izrag¢unavanja):

x/2 /3
a) I, =/ sin'®xdx i I;-—-/ sin mdz,
Jo
1
b) Ilr-"/ e Tdz i Ig—/ —-=* 4
o

5 5 5
¢c) I = / fx)dz 1 I = j glx)de i I3= f h(z) dz gde su funkcije f, g i h
definisane sa: ¢ °
—::" x#£3 R _ 1, r#3

f(.‘l.’) { 106 r=23 ’ g(x) =e 1 h((l!) - { _108, r—3

1, zazx € [4,8]\{5,6,7}

8
3. Ako je hi(z) = 0, zag=5 izradunati / hy(t)dt.
2, zax =6 4
—-10, zaz =7

4. Veza izmedu Rimanovog odredenog integrala i neodredenog integrala )
(Njutn-Lajbnicova formula)

Teorema 4.1 Ako je f neprekidna funkcija na intervalu I i ako je F bilo koja primitivna funkcija funkcije
f na intervalu I, tada za svaki segment [a,b] C I vasi

b
f f(z)dz = F(b) — F(a).

Primeri:

1. Da li se Njutn-Lajbnicova formula moZe koristiti za izratunavanje integrala:
2 1 dz 1 3 d«
2d b c / — dz d ?
2) /1m = b /_11+:::2 = ) Jo =2

2
2. Izratunati: / J(z) dx gde je:
-1

5 s@={7 750 w@=k. osm={5 Tl

2 4n 100x
3. Izraiunati: a) / 1 —=z|d= b) / V1 —cosz dx c) / V1 — cos 2x dx
o (4]

In.5 1 V3 n
d) ——dx e) rarctgx dr f) x sinz dx
e*+3 0 (]



5. Metodi integracije odredenog integrala

Teorcema 5.1 (Parcljalna integracijn)

Ako su funkeije u(r), v(r), u'(x) | v'(z) neprekidne na [a,b] tada je
b

b
fu(x)dv(.r) = u(xr)w(z) |ﬁ - / v(r)du(z) = u(b)v(b) — u(a)v(a) ~ / v(z)du(z).

3

1.3
1. lzracunati: 1) / rarctg ¢ de 2) / z sinz dz.
Ja Jo

Teorema 5.2 (Smena promenljive kod odredenog integrala)

. b A
[Srenaz = o] [ s@ax = [ o) 90 at
ako vazi sledede: ; “

funkcija f: [a,b] — R je neprekidna,

a = y(a). b= @(B),
funkcije ¢ : [a, 8] = [a,b] i ¢’ su neprekidne na [a, 3]
funkcija f(y2(t)) je definisana za sve vrednosti t € [a, 3].

b B
[Smena t=g(zx): | / f(g(z))dx = / J(t) - (g7 (@) dt
ako vazi sledece: ; *

funkcija f: [a,b] = R je neprekidna,

g(a) = a, g(b) = 3,
funkcija g je strogo monotona na [a, ]
inverzna funkcija ¢~' ima neprekidan izvod na [a, 8.

4
1. Izracunati: a) ]
0

dz InB oz /o7 —1
_ 2 b f eV~ 4.
1+ /T o er +3

2. Neka je g : R = R neprekidna funkcija za koju vazi (Vx € (0,7))g(z) > 0.

o

a) Odrediti znak integrala /g(m) dax.
(i}

™
b) Uvesti smenu ¢ = sinz u integral / g(z) dz.
0

1
3. Uvesti smenu t = 1+ z” u integral / V1 + 22 dx (samo uvesti smenu, bez izraéunavanja integrala).
-1

1 dz 2 x+ 4 2 4
. .. e l - -z |dz.
4. IzraZunati: a) /‘; 2 41 b) /‘; ( ™ (m - 4) 3:‘:) g

3 T 3 2z
é ii ale: a) arcsin dz b) / x arcsin dz.
5. Izracunati integrale: A 771 A g
n/2
6. Izvesti rekurentnu formulu za integral I, = ] sin® zdzx, gde n = 0,1, 2,... a zatim izralunati
0
ovaj integral.

1
7. Izvesti rekurentnu formulu za integral I,, = f (1 — z*)" dz, gde n € N, a zatim izratunati ovaj
-1

integral.

8. Izracunati integrale:

1 P x 1 d ) /ﬂ‘/ﬂ 1 d
e ————dz c - x.
®) -/o z3+3;|:+2dz b) /3,,/. (cosx — sin z)? o l+sinr+coszx




Teorema 5.3 Ako je f: R — R neprekidna i periodiéna funkcija sa periodom T, tada vagi:

[1@ax = [T
A T _L Ff(x)dx, (a €R).

Teorema 5.4 Ako je f neprekidna funkcija na [-a, a], tada vaZi:
a 0, ako je f neparna funkcija
[ 1@ ax =
—a

2 [ f(=) dx, ako je f parna funkcija

Primer:

1. Izraéunati integrale:
I 1/2

/1 7 d / = sin 22 ( Y473 d f 1 (1 + m) d=z
ey ————% " F ) [ sin COS I - 10
1 ,——2—1 + p s . r{cosT T, 12 g 1—= Py

r/4
/ tgx dx.
—r/4




