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Rang matrice
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Zadatak 1. U zavisnosti od vrednosti parametra a € R, odrediti rang matrice A = 7 1 17 3
2 2 4 3

Resenje. rangA = broj linearno nezavisnih vrsta matrice = broj linearno nezavisnih kolona matrice.
Primenom elementarnih transformacija matrice, rang matrice se ne menja. Primenom elemenatrnih
transformacija matrice, svodimo matricu na trougaoni oblik. Izraz K; <+ K oznacava da menjamo
mesta prvoj i drugoj koloni; izraz Vo — —4V] 4+ V5 oznacava da od druge vrste oduzimamo prvu vrstu
pomnozenu sa 4 i rezultat upisujemo u drugu vrstu; itd.
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Ako je a = 0, onda je rangA = 2. Ako je a # 0, onda je rangA = 3. O

Domaci zadatak 2. U zavisnosti od vrednosti parametra a € R, odrediti rang matrice
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Resenje.

Vo= Vi+Ve
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Za a € {24 /3,2 —/3} je rangA = 3.
Za sve ostale vrednosti parametra, tj. a ¢ {—2 + V3,-2 - \/i’;}, vazi rangA = 4. O

Domaéi zadatak 4. Odrediti vrednost parametra a € R za koju je rangA = 2, gde je
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Kroneker-Kapelijeva teorema

Zadatak 5. U zavisnosti od vrednosti parametra a € R resiti sistem linearnih algebarskih jednacina
r+y+z = 3
r—ay+2z = 1 primenom Kroneker-Kapelijeve teoreme.
20 +2y—az = 6

Resenje. Matricu ¢iji su elementi koeficijenti uz nepoznate promenljive u sistemu, obelezimo slovom A,

1 1 1
tj. A= |1 —a 2 |.Kada matrici A dodamo na kraj kolonu rezultata iz sistema dobijamo matricu
2 2 —a
1 1 1
koju obelezavamo slovom B, tj. B= |1 —a 2 . Iz Kroneker-Kapelijeve teoreme zakljucujemo
2 2 —a

da treba da odredimo rangA i rangB da bismo mogli da vidimo kada sistem ima jedinstveno resenje,
kada ima beskona¢no mnogo reSenja i kada nema resenje.
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Dakle, vazi:

Za a=—2jerangB =2, azaa € R\ {2} je rangB = 3.

Prve tri kolone matrice B ¢ine matricu A, pa vazi:
Zaae€{—1,-2} jerangA =2 azaa € R\ {—1,—2} je rangA = 3.

Dalje imamo:
1. sluéaj Za a € R\ {—1, -2} vazi rangA = rangB = 3, pa prema Kroneker-Kapelijevoj teoremi
sistem ima jedinstveno resenje. Matrica B, koja je dobijena transformacijom matrice B, zadaje sledeéi



z+z+y = 3
sistem: z—(a+1l)y = —2 . Treba obratiti paznju da smo u transformisanju matrice
—(a+1D(a+2)y = —2(a+2)
B zamenili drugu i tre¢u kolonu, pa su koeficijenti u drugoj koloni matrice B uz z, a koeficijenti u
tre¢oj koloni matrice Bz Y.

Reéenjesistemauovomsluéajujey:%,z:(a+1)y—2:0,x:3—y—z:3—i

a+1-°
2. slucaj Za a = —2 vazi rangA = rangB = 2 < 3, pa prema Kroneker-Kapelijevoj teoremi sistem
r+z+y = 3
ima beskona¢no mnogo resenja. Slicno kao u 1. slucaju, vazi: z4+y = —2.
0 = 0
ResSenje sistema u ovom slucaju je x =5, z =t, y = —2 — t, gde je t € R parametar.
3. sluéaj Za a = —1 vazi rangA # rangB, pa prema KK teoremi sistem nema reSenja. (Il

Domadéi zadatak 6. U zavisnosti od vrednosti parametra a € R resiti sistem linearnih algebarskih

T+y+z =0
jednacinag =+ ay+a’z = 1  primenom Kroneker-Kapelijeve teoreme.
ar +y+a’z = -1

Zadatak 7. U zavisnosti od vrednosti parametra a € R resiti sistem linearnih algebarskih jednacina
2r +5y+3z+t = 1
r+3y+2z+t = 2 primenom Kroneker-Kapelijeve teoreme.
6z 4+ 14y +82+2t = a—3

Resenje. Isto kao u prethodnom zadatku, trazimo rangA i rangB.
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1. slucaj Za a = 3 vazi rangA = rangB = 2 < 4, pa prema Kroneker-Kapelijevoj teoremi sistem ima
beskona¢no mnogo reSenja. Sistem se svodi na:

r+3y+2z2+t = 2
—-y—z—1t = —=3.
0 = 0
Resenje sistema u ovom slucajuje z =a,y=06,t=3—-a—,x =—-1—a— 28, gde je o, € R
parametar.
2. sluéaj Za a € R\ {3} vazi rangA = 2 i rangB = 3, odnosno rangA # rangB pa prema Kroneker-
Kapelijevoj teoremi sistem nema resenja. (Il

Domaci zadatak 8. U zavisnosti od vrednosti parametra a € R resiti sistem linearnih algebarskih

rT+y—z+t = 2
jednacina 3x+y+z+t = —3 primenom Kroneker-Kapelijeve teoreme.
dr+2y+2t = a

Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori
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Zadatak 9. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A= |1 6 —7
0 0 5



Resenje. Sopstvene vrednosti su nule karakteristi¢nog polinoma, a karakteristi¢ni polinom je ¢(\) =
det(A — A1), gde je I jediniéna matrica iste dimenzije kao matrica A. Nadjimo sopstvene vrednosti tj.
za koje A € R vazi ¢(\) = 0:
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razvoj po V3

L GB-N(2-N6-X)—(=3)=6-NN=8X+15)=(5-X13*B-N).

Sopstvene vrednosti su nule karakteristi¢nog polinoma, pa postoje dve sopstvene vrednosti i to su
A2 =95, 3 = 3.
Jos treba da nadjemo sopstvene vektore.

T
Sopstveni vektori koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A su nenula vektori oblika X = |zo| za koje
3
[0
vazi (A— X)X =0, gdeje 0= |0].
0
Nadjimo sopstvene vektore X; koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A1 2 = 5:
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Dobijamo homogeni sistem sa tri jednac¢ine i tri nepoznate:  x1+ 22 —7x3 = 0 . ReSenje ovog
0 =0
sistema je r1 = t, r9 = s, T3 = S—J?“f, gde je (s,t) # (0,0). Dakle, sopstvenoj vrednosti A\j2 = 5
t
odgovaraju sopstveni vektori X; = | s |, (s,t) # (0,0).
s+t
7
Nadjimo sopstvene vektore X5 koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A3 = 3:
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—x1 —3r2+ 21z = 0
Dobijamo homogeni sistem sa tri jednacine i tri nepoznate: r1 4+ 3x9 — Txs = 0 . ReSenje ovog
2563 = 0
sistema je z3 = 0, z9 = t, x1 = —3t, gde je t # 0. Dakle, sopstvenoj vrednosti A3 = 3 odgovaraju
-3t
sopstveni vektori Xo = | ¢ |, t#0. O
0
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Domacéi zadatak 10. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A= |3 —5 3
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Zadatak 11. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A = 1 -1 1 -1
1 -1 -1 -1



Resenje. Najpre nalazimo sopstvene vrednosti kao nule karakteristi¢nog polinoma:
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Postoje tri sopstvene vrednosti i to su A2 = 2, A3 = V3 — 1, A = —V/3-1.

Nadjimo sopstvene vektore X; koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A; o = 2:
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Resenje sistema je x4 = 0,29 = t,23 = s,x1 = s+ t, gde je (s,t) # (0,0). Dakle, sopstvenoj vrednosti
[s +t
t
A1,2 = 2 odgovaraju sopstveni vektori X; = s | (s,t) # (0,0).
| 0
Nadjimo sopstvene vektore X, koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti Az = v/3 — 1:
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Resenje sistema je xo = x3 = t,x; = —t, x4 = —V/3t, gde je t # 0. Dakle, sopstvenoj vrednosti
—1
t
A3 = v/3 — 1 odgovaraju sopstveni vektori Xy = . ,t#0.
—\/§t
—1
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Sopstvenoj vrednosti Ay = —v/3 — 1 odgovaraju sopstveni vektori Xz = A t # 0 (domadi).
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Domadéi zadatak 12. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A = 9 4 0 —1
-1 -2 1 2
Napomena. U reSenju Zadatka 9. sa proslih vezbi (Linearna zavisnost) ima greska u poslednjem pasusu.
Poslednji pasus treba da glasi:
Ako je k = 2 onda je a4 # 0, pa neka je, na primer, ay = 1. Tada je ag = ag =01 a3 = —2, pa su

vektori vy, vo, v3, v4 linearno zavisni i oblik zavisnosti je —2v; + v4 = 0.
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