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Diferencijalne jednacine | reda

Diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive

Diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive je jednacina oblika

f(z) dz + g(y) dy = 0,

gde su funkcije f i g neprekidne na nekim intervalima. Opste reSenje date jednacine je

/f(l’) dx+/g(y) dy = C.

Zadatak 1. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine x Inxz dy —y Iny dr =0, na
intervalu (1,400).

Resenje. Na intervalu (1,+o00) data diferencijalna jednacina je ekvivalentna jednacini
dy dx
ylny xlnzx

o dy dx .
promenljive je — = C, odnosno In|Iny| — In|Inz| = C. Dalje imamo
yIny rzlnz

1 B N
ln—y = (. Nage konacno redenje je y(z) = x©. U
nx

koja razdvaja promenljive = 0. Opste resenje jednacine koja razdvaja

Domaci zadatak 2. Odrediti opste reSenje diferencijalnih jednacina:
(a) xy =y Iny na intervalu (0, +00);

(b) siny cosxy = —cosy sinz na intervalu (0, F);

1

/
)y =1+—;
© Y

-1
(d) y = Za/:+ 1 na intervaluy (—1,+00);
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Zadatak 3. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
(xy —x)dv+ (zy + o —y—1)dy =0,
na intervalu (1,+00).

Resenje. Data diferencijalna jednacina moze se transformisati u jednacinu
z(y—Dde+(z(y+1)-(y+1)dy =0,

odnosno jednacinu
z(y—1)dz+(x—1)(y+1)dy =0.

Na intervalu (1, +00) poslednja jednacina je ekvivalentna jednacini koja razdvaja promenljive

z y+1 y+1

do + —— S

z—1 y—1 y—1
r+njz—-1—-y+2lnjly—1=C.

x
dy = 0, Cije je opste reSenje /1 dz — y = C, odnosno
x —_—

Zadatak 4. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine

y =4x® +4zy+y*—6.

Resenje. Primetimo da datu diferencijalnu jedna¢inu mozemo zapisati i u obliku 3’ =
(22 + y)? — 6. Uvodenjem smene z = 2z + vy, 2/ = 2 + ¢/, dobijamo diferencijalnu
jednacinu 2z’ — 2 = 22 — 6. Dva resenja ove jednacine su z = £2. Pod pretpostavkom da

je z # +2, kako je 2/ = d—z dobijamo diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive
T

d d 1. |z—2
ﬁ = dz cCije je opste reSenje /22 f 1 /d;g = C, odnosno Zln z+ S|z = C.
2 -2
Opste resenje polazne jednacine je 1 In 2:;_—::?/4_2‘ —x=C. 0

Domaci zadatak 5. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:
(a) ¥ =(@@—y?+1

(b) ¢ =cos(z —y+1);

(©) v =Vy—u;
1
d) y = :
(d) v P L
(©) f = st
22 +6y —5
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Homogena diferencijalna jednacina

Homogena diferencijalna jednacina je diferencijalna jednacina oblika

Yy
y/ = f (7) )
x
gde je funkcija f neprekidna na intervalu (a, b).
Ukoliko je f identicko preslikavanje na intervalu (a, b), u pitanju je diferencijalna jednacina
koja razdvaja promenljive. Ukoliko nije, smenom z = = homogenu diferencijalnu
x

jednacinu svodimo na diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive. Iz z = J
x

slediy =221y =2+ 2. Zamenom u polaznu jednacinu dobijamo z + z 2’ = f(2),

tj. dz = f(z) — z, 1 na kraju diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive
e ; L. dz dz

o)== = Cije je opste resenje /f(z)—z = /:p +C.

Zadatak 6. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine x v' = x + y na intervalu

(0,400).

Resenje. Primetimo da je data diferencijalna jednaé¢ina na intervalu (0, +00) ekvivalentna

homogenoj diferencijalnoj jednacini y' = 1 + LS Uvodenjem smene z = g dobijamo
x x

dz x
diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive R = —, Cije je opste reSenje
z—z x
dz
dz — / = C, odnosno z(z) —Ilnxz = C. Opste resenje polazne jednacine je
x
ylz)=Czx+zlnw. O

Domaci zadatak 7. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:

;) TFY
(a)y_ T )
(b) o = 21,

x—y

1_% y

(c) y'=ex+ -

d) 24/ =y In2:
(d) zy yln

() ay —y=uwtg?.
T
Partikularno resenje diferencijalne jednacine je ono koje se dobija iz opSteg reSenja za
konkretnu (konacnu ili beskona¢nu) vrednost konstante.

Singularno resenje diferencijalne jednacine je ono koje se ne moze dobiti iz opsteg reSenja
ni za jednu vrednost (konaé¢nu ili beskona¢nu) konstanate.

Integralna kriva diferencijalne jednacine je svako njeno partikularno ili singularno resenje.
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Zadatak 8. Regiti diferencijalnu jednacinu
(22 +2xy—9?)de+ (> + 22y —2°) dy =0

na intervalu (0,+00), a zatim odrediti integralne krive koje prolaze kroz tacke A(2,2) i
B(1,-1).

Resenje. Primetimo da je data diferencijalna jednacina na intervalu (0, +00) ekvivalentna

homogenoj diferencijalnoj jednacini (1 + 2% — (1)2) dz + ((5)2 + 2 % — 1) dy = 0.

Uvodenjem smene z = p dy = zdz + zdz, dobijamo diferencijalnu jednac¢inu
(14+2z—2*) dz+ (2*+22z—1) (zdz+zd2) =0,

odnosno jednacinu

(1—1—2z—z2+z3—|—222—z) dr +x (z2—|—22—1) dz =0,

t. j.
(1+z+z2+z3) de + = (z2+22—1) dz=0.
Jedno resenje ove jednacine je z = —1. Pod pretpostavkom da je z # —1 dobijamo
d 24+22-1
diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive i + Free dz = 0, cije je

(1+2) (14 22)

dz 224221
/a:+/k1+@(1+%)®:%1
224221
(14 2) (14 22)
224221
(1+2) (14 22)

22422-1 A Bz+C

(12 (0422 241" 241"

opste reSenje

Resimo integral / dz. U pitanju je interal racionalne funkcije. Pred-

stavimo podintegralnu funkciju

kao zbir parcijalnih razlomaka

Vazidaje A (22 + 1)+ (Bz+C) (24 1) = 2%+ 22z — 1, odnosno
(A+B)22+(B+C)2z+A+C=2*+22—1.

Dobijamo sistem linearnih algebarskih jednacina

A+B =1
B+C =
A+C = -1
¢ije je resenje A = —1, B=21 C = 0. Prema tome,
2422-1 d 2zd 2
/ etz dz:—/ : +/ “CF |2 + const.
(1+2) (14 22) 241 2241 z+
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d 24221
Imamo dalje da je opste resenje diferencijalne jednacine &« + Zhez dz=0
r  (1+2) (1+22)

2 2
1 z (z+1 ~
dato sa In |z| 4+ 1n 7 l = C, odnosno sa (—i-l) = C. Vradanjem smene dobijamo
z
2422 ~
opste reSenje polaznje jednacine e C, odnosno y? + 22 = C (y + x). Zamenom
y+x

x =y = 2 u prethodnoj jednacini dobijamo C=2. Integralna kriva koja prolazi kroz
tacku A(2,2) je kruznica y* + 2® = 2 (y + x) sa centrom u tacki (1,1) i polupre¢nikom

A

V2. Jednacinu y? + 22 = C (y + z), mozemo zapisati i u obliku y + z = C (y? + 22), gde
je C = i Za x =11y = —1 dobijamo da je C =0. Integralna kriva koja prolazi kroz
tacku A?l, —1) je prava y +x = 0. O
Domaci zadatak 9. Odrediti opste reSenje diferencijalnih jednacina:

(a) z(z +2y) dv + (22 — y?) dy = 0;

dx dy
(b) 55— 27 2 ’
24 —2xy+2y yc—4dxy

(c) 22% dy — (2% + y?)dx = 0;

(d) 22 +y?> —22yy =0;

(e) ¥ = 2+ 222y — 9

Y= B 2 y

Linearna diferencijalna jednacina | reda

Linearna diferencijalna jednacina I reda je diferencijalna jednacina oblika
y'(z) + P(z) y(z) = Q(z)

gde su funkcije P i @ neprekidne na intervalu (a,b). Do opsteg resenja diferencijalne
jednacine dolazimo mnozenjem date jednacine sa el P(@)de

Y (z) + P(z)y(z) = Q(x) / of P()dz

Imamo
efP(ac)da: y,(ZE) + P(IL‘) efP(ac)da: y(IL‘) _ Q(IL‘) efP(ac)dac’
odnosno ,
(efP(z)dm y(x)) _ Q(ﬂj) efP(w)dx’
tj.

e P@dey ) = /Q(x) e P@deqy 4 .

Opste resenje date jednacine je

y(z) = e~ Pl@)de (/Q(a})efp(z)dz dz + C> .
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Zadatak 10. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y' +2xy = 4 x.

Resenje. Opste resenje date diferencijalne jednacine je y(x) = e~ J2zds (f 4rel2edeqg 4 C).
Imamo da je y(z) = e (f4xex2 dz + C’), odnosno y(z) = e (2 e + C). Opste
resenje polazne jednacine je y(z) = 2 + Ce . O

Domacdi zadatak 11. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:

() , 20 + 1 2¢ +1 .

a - Yy =cost — ———— sinz;

Y xQ—i—x—i—ly 24+ x+1 ’
2 14323

b)Y +2y=-2.

(b) ¥+ — 3

(¢) ¥ + y=(z+1)*%
r+1

(d) (22 —y)dx + x dy = 0;
(e) (ysinz —1)dr+coszdy =0.
Zadatak 12. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine

1
,_
v = x+cosy+siny

1
Resenje. Kakojey = —, data diferencijalna jednacina je linearna diferencijalna jednacina
x
po promenljvoj y. Imamo da je 2’ = x+cos y+siny, odnosno 2’ —x = cosy+siny. Opste
reSenje date diferencijalne jednacine je z(y) = el v (f(cosy +siny)e” Sy qy + C).

Imamo da je

x(y) = €Y </(cosy+siny)eydy+0) =eY (/cosyeydy+/sinyeydy+0>.

Primenom metode parcijalne integracije na integral [ cosye ¥ dy dobijamo

Y, U = COS Y dv=e"Ydy _ —y . _y
/cosye dy {du:—sinydy — cosye siny e Y dy.

Opéste resenje polazne jednacine je z(y) = C'e¥ — cosy. O

Domacdi zadatak 13. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:

,_ y .
2y Iny+y—a’

(b) dx —xdy = €Y dy;

(a) y

(¢) zdy — 2y de = y? Inydy;
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(d) (y?> —2x)dy + 2y dr = 0;
(e) (1+y?)dr = (\/1+y2cosy—xy)dy = 0.

Zadatak 14. Pogodno odabranom smenom odrediti opste re§enje diferencijalne jednacine
3ay’y +y° =2u,

na intervalu (0,+00).

Resenje. Uvodenjem smene z = 33, 2/ = 34?1y dobijamo jednacinu z 2 + 2 = 2z,
z

koja je na intervalu (0, +o00) ekvivalentna linearnoj diferencijalnoj jednaéini 2’ + = = 2.
T

Opste resenje date jednacine je z(x) = e (/ 2¢/ ¥ da + C’). Imamo da je z(x) =

1
e~ Ine </2elnxdx + C’), odnosno z(x) = — </2xd:p + C). Opste resenje polazne
x

/ C
jednacine je y(z) = {/z + o O

Domaci zadatak 15. Pogodno odabranom smenom odrediti opste reSenje diferencijalnih
jednacina:
(a) 2z+1)y +4e ¥V 4+2=0;
(

)
b) 3 —1=e"T2y;
(¢) ¢ siny +x cosy +x =0;
)

)

(d) (22 = 1)y siny + 22 cosy = 2z — 223;

(e) ¥ + tgy =

cosy

BERNoOULLLIjeva diferencijalna jednacina
BERNOULLLIjeva diferencijalna jednacina je diferencijalna jednacina oblika
y'(z) + P(z) y(z) = Q(z) y*(2)
gde su funkcije P i @ neprekidne na intervalu (a,b), o € R.
e Ako je a =0 onda je y'(z) + P(z) y(z) = Q(x) linearna diferencijalna jednacina.

o Akojea =1londajey'(z)+P(z)y(z) = Q@) y(x), tj. y'(z)+(P(z)-Q(x)) y(z) =0
diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive.
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e Ako je @ # 0 A a # 1 onda deljenjem sa y*(z) jedna¢inu svodimo na

y*(2)y (2) + P(2)y'~*(2) = Q(a),

koja se uvodenjem smene z = z(z) = y' ~%¥(z), 2'(z) = (1 — a) y~%(z) y/(x), svodi
na linearnu diferencijalnu jednacinu

Z(z) + (1 —a)P(x) z(z) = (1 — @)Q(z).

Zadatak 16. Resiti diferencijalnu jednacinu y' + T 5 Y = T+/y na intervalu (—1,1).
x

1-—

Resenje. U pitanju je Bernulijeva diferencijalna jednacina. Deljenjem sa 2 \f dobijamo
/

T x Y
jednaginu VY = =, koja se smenom z = /y, 2 = —=—, svodi na
2 \f 2(1—a2) 2 =V 2.y

) - , x x
linearnu diferencijalnu jednacinu 2’ + -———<2 , Cije je reSenje
21—22)" 2

xz da xz da
z(:r):e*fm (/2 (- z)derC)

Imamo da je

odnosno

2(z) = V1 — a2 ( 2;%+C) = /1-22 (—; (1—3:2)3—1-0).

Vra¢anjem smene dobijamo resenje Bernulijeve jednacine y(x) = <$23_ ! +C m> 2.
O
Domaci zadatak 17. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:
(a) ¥ =2y’ +ay;
(b) ¥ —zy=—yPe™;

(¢) xy +y =19 Inxz, na intervalu (0, +00);

<d>xdx=(—y)dy,

(e) ¥(zy—y*at) =1.
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RiccATijeva diferencijalna jednacina

RiccaTijeva diferencijalna jednacina je diferencijalna jednacina oblika

y'(x) = P(z)y*(z) + Q(z) y(z) + R(),

gde su P,Q i R neprekidne funkcije na intervalu (a,b). U opstem slucaju RiCCATIjeva
diferencijalna jednacina se ne moze resiti pomoc¢u konacnog broja integracija, tj. jednacina
nema resenje pomocu kvadratura. RICCATIjeva diferencijalna jedna¢ina se uvek moze resiti
ako je poznato njeno proizvoljno partikularno reSenje. Ako je poznato jedno partikularno
resenje y; = y1(x) polazne RICCATIjeve jednacine, onda se smenom y(z) = y1(z) + ﬁ
dobija linearna diferencijalna jednac¢ina. Kako je y; partikularno resenje polazne jednacine,
vazi

yi(z) = P(2) yi(x) + Q(x)y1 (2) + R(x).

Uvodenjem smene y(z) = y1(z) + ﬁ dobijamo

@)~ 2 = P (@) + o) +00) (@ + ) + R

(o) = S = P (@) + 20(0) s + a5 ) + Q@) (mlo) + 5 ) + Rl

Kako je y; partikularno resenje dobijamo

_zQ(x) P(:L’) <2y1 (.%)Tx) + 22(1_)> + Q(.%') Z(ZL')’

tj.
Z'(z) = —2P(2)y1(7)2(2) — P(z) — Q(x)2(x),

odnosno linearnu diferencijalnu jednacinu
Z(x) + (2P(2)y1(2) + Q(x))2(2) = —P(z).

Zadatak 18. Odrediti opste reienje diferencijalne jednacine y' = y?> —xy + 1, ako se
zna da je jedno njeno partikularno reSenje oblika y1 = ax + b.

Resenje. Odredimo realne parametre a i b tako da y; = a z + b bude partikularno resenje
date diferencijalne jednacine. Zamenom y; = ax + b i yj; = a u jedna¢inu dobijamo
identitet. Imamo da je a = (ax+b)*—z (az+b)+1, tj. a = (a*—a) 2>+ (2ab—b) z+b*+1.
Odakle dobijamo sistem

a?—a = 0
2ab—b = 0
B+1 = a.

Resenje sistema je a = 11 b= 0. Jedno partikularno resenje je y1(x) = x.
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1 1 2 2

Dalje, uvodimo smenu y =y; + -~ =2+ —, y =9} — — =1— —. Dobijamo da je
z z z z
' 1\? 1
1—22:<x+> —a:(x—i—)—i—l,
z z z
! 2 1 ! 1
odnosno 1 — 2—2 =22+ kal + = - 227 +1, tj. —Z—Z ==+ L MnozZenjem prethodne
z z oz z z z z

jednacine sa —z? prethodna jednaéina postaje linearna diferencijalna jednacina
4wz =-1,
¢ije je opste resenje z(z) = e Jadz (—fefxd“’ d$+C’) = e 7 (—f€2dx+0)

Vrac¢anjem smene dobijamo opste reSenje Rikatijeve diferencijalne jednacine

2

o
vl

y@)=a+ ——m—.
—[ezdx+C

Domacdi zadatak 19. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:

(a) ¥ +y?> —2xy+22—5=0, ako se zna da je jedno njeno partikularno reienje oblika

y1=ax+ b;
(b) o =42 +4zy+y*—6, ako se zna da je jedno njeno partikularno resenje oblika
y1=azx+ b;
(c) y = y® +2y — 9e**, ako se zna da je jedno njeno partikularno reienje oblika
Y1 =ae*”;
;9. 2 sinx . , : o 1
(d) ¥ +y“sinz = 5 ako se zna da je jedno njeno partikularno resenje y; = ;
cos? x coS &
1 9 x? 2z

ako se zna da je jedno mjeno partikularno

,— fe— fe—
(e)y _1—.1'3y 1_§3y 1_$3;

re§enje oblika y1 = a x~.

Linearne diferencijalne jednacine viSeg reda

Linerana diferencijalna jednacina Il reda

L1oUuvILLEova formula: Ako je y; netrivijalno partikularno resenje homogene linearne
diferencijalne jednacine II reda

y' (@) + fil)y' () + fa2(2)y(2) = 0,
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onda je
1

i) =0 [ s

takode partikularno reSenje date jednacine linearno nezavisno od y;.

e~ [ Ni@)de g

Ako su y; 1 y2 linearno nezavisna resenja diferencijalne jednacine

y' (@) + fi(@)y (2) + fao(2)y(z) = 0,
onda je y(x) = C1yi(x) + Cay2(x) njeno opste resenje.
Zadatak 20. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
2z +x)y" +2(x+1)y —2y=0,
ako se zna da je jedno njeno partikularno resenje oblika vy = a x> +bx + c.

Resenje. Za funkciju yi(z) = az? +bx +c vazi yj(r) =2az +biy)(z) = 2a. Zamenom
funkcije y1 i njenih izvoda u datu diferencijalnu jedna¢inu dobijamo

2a(22° +2)+2(x+1)(2ax+b) -2 (az? + bz +¢) =0,
odnosno
dar?+2ax+4ax®+4ax+2br+2b—2ax®> —2bx—2¢c=0,

tj.,
6az’+6ar+4a+2b—2¢c=0,

odakle sledi da je a = 0ib = c. Za b= c =1 dobijamo jedno partikularno reSenje

y1(z) = x + 1. Drugo linearno nezavisno resenje dobijamo primenom LIOUVILLEove

2(x+1) 2

222tz 222+

formule na jedna¢inu 3" + y = 0. Imamo
x

1 —szJrl)dz 1 —2 [ 2t _dg
= 1 _— 2224z d = 1 e — z (2z+1) d
1 —o [ 2ztloz 4, 1 _pfdzy 2dz g,
— 1 z (2z+1) d — 1 - x 2z+1
@+ )/(1:+1)2€ v=(= )/(x+1)26
1 In 22+l 2x+1
—@+1) [ —— T dr=(r+1) [ —d
(x + )/(ac—i—l)?e r=(z+ >/x2(x+1)2 x

=<x+1)/x2;2(§ﬂ)§x2d$=(“1)/@f/(scixl)?>

1 1 1 —xz—1 1
() et
r x+1 T T T
1
Opéste resenje date jednacine je y(z) = Cryi(x) — Caya(z) =C1(z+ 1) + Cy —. O
x
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Domaci zadatak 21. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:

(a) 22 (Inx —1)y" — 2y +y = 0, ako se zna da je jedno njeno partikularno resenje
oblika y1 = ax + b;

(b) (22 +1)y" — 2y + 2y = 0, ako se zna da je jedno njeno partikularno resenje
oblika 1y, = ax® +bx + c;

(c) (22 +32)y" — (22 +3)y +2y = 0, ako se zna da je jedno njeno partikularno
resenje oblika y1 = ax + b;

(d) z¢"+ ez lnz+ 1)y + (xIn’z +Inz+ 1)y = 0, ako se zna da je jedno njeno
e x

partikularno reSenje y; = (7) ;
T

1
(e) 2ty +223y +y =0, ako se zna da je jedno njeno partikularno reienje y; = cos =

Metoda varijacije konstanata: Neka suyi, yo, ... , Yy, linearno nezavisna reSenja homogene
linearne diferencijalne jednacine

y ™ (@) + [i@)y" V(@) + o+ faa (@)Y (@) + fa(@)y(@) = 0.
Tada je opste resenje nehomogene jednacine
y " (@) + fi(2)y " (@) + .+ fam1 (@)Y () + fa(2)y(z) = F(2)

dato sa
y(z) = Cr(@)y1(2) + Co(@)y2(2) + ... + Cn(@)yn(2),

gde su (', Cy, ..., C), funkcije ¢ije izvode nalazimo reSavanjem sistema jednacina:

Cr(z)y(z) + Co(x)ya(x) + ... + Cp(z)yn(z) = 0
Ci()yi (z) + Ca(x)ys(x) + ... + Cp(x)yp(z) = 0

()" (@) + Cha)ys™ (@) + ...+ Oy P (@) = 0
C(@)y" V(@) + Cy(a)yy"™ (@) + ..+ Cp(a)un™
Zadatak 22. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
(1-2)y" +ay —y=(r—-1)%e,

ako se zna da je jedno partikularno reSenje odgovarajuée homogene jednacine oblika
y1 =ax+b.
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Resenje. Za funkciju y1(x) = az + b vazi yj(z) = a 1 y{(x) = 0. Zamenom funkcije y; i
njenih izvoda u odgovarajué¢u homogenu diferencijalnu jednacinu (1 —x)y” +zy —y =0
dobijamo ax — (ax + b) = 0, odakle sledi da je b = 01 za a = 1 dobijamo jedno
partikularno resenje yi(z) = x. Drugo linearno nezavisno resenje dobijalmo primenom

x 'y 1

1 " z+In |[z—1| -1
yao(z) = x/Qeledxdx x/(axgdx_x/:ch e’dux
_ 1 _ o
_ </6dx—/ da:):{ T dv efx’}
x du= -, v=e
efE
= x<+/ dx — /Qda:):ex.
T x

Opste resenje homogene jednacine je

y(z) = Cryi(z) + Coya(x) = Cra + Cae”.
T /
— ly + z
koris¢enjem metode neodredenih koeficijenata. Resavamo sistem
Ci(x)x + Ch(x) e =0
Ci(z) + Ch(z)e* = (1 —z)e”.

L1oUVILLEove formule na jedna¢inu 3" —

1y = 0. Imamo

Odredimo sada reSenje nehomogene jednacine 3" — y = (1 —x)e”

Dobijamo da je Ci(z) = €* i Ci(z) = —z. Sledi da je Ci(z) = [e"dz = e + Dy

i Cy(z) = /—:cdx = + Dy. Opste resenje nehomogene jednacine je y(z) =
2

C’1(a})y1(x)+C’2(w)y2(x):D1x+D26x+xe‘”—%e‘”. 0

Domacdi zadatak 23. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:

1—1Inz)?
(a) 2*(Inz— 1)y —zy +y = &, ako se zna da je jedno partikularno resenje

T
odgovarajuce homogene jednacine oblika yy = ax + b;
(b) (22 +1)y" — 22y + 2y = 2> + 1, ako se zna da je jedno partikularno resenje
odgovarajuée homogene jednacine oblika vy, = a x> + bx + c;
1
(c) x(x+1)y" +(x+2)y —y =12+ —, dko se zna da je jedno partikularno resenje
x
odgovarajuce homogene jednacine oblika yy = ax + b;

(d) (@3 +1)y" =322y +3z y=4(2®+1)2, ako se zna da je jedno partikularno resenje
odgovarajuce homogene jednacine oblika y1 = ax +b;

() M +a)y" +ay —y = (1+x)%e%, dko se zna da je jedno partikularno resenje
odgovarajuce homogene jednacine oblika 3 = e**
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Linearne diferencijalne jednacine viseg reda sa konstantnim
koeficijentima

Homogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda sa konstantnim koeficijentima je
diferencijalna jednacina oblika

y(") () + a1 y("_l)(x) +...F+an 1y (z) +apy(x) =0,

gde su a1, ao, ..., a, konstante.
Potrazimo redenje date jednacine u obliku y(z) = e*. Kako je y¥)(z) = \fe) zamenom
u datu jednacinu dobijamo algebarsku jednacinu

N+ a A" P+t an A+ a, =0,

koju nazivamo karakteristicnom jednac¢inom, koja je pridruzena polaznoj diferencijalnoj
jednacini. Svakom korenu karakteristicne jednacine odgovara jedno partikularno resenje
diferencijalne jednacine. Tako dobijena partikularna resenja ¢ine skup linearno nezavisnih
funkcija (fundamentalni skup resenja).

e Ako je A prost realan koren karakteristicne jednacine, onda je odgovarajucée par-
tikularno resenje diferencijalne jednacine y,(z) = .

e Ako je A realan koren reda k,k > 1, karakteristicne jednacine, onda su odgo-
varajuéa partikularna resenje diferencijalne jednacine y,, (z) = e, y,,(z) =
v, Ly (2) = 2kl er

e Ako je A = a + i prost kompleksan koren karakteristi¢ne jednacine, onda je i
A = a — i prost kompleksan koren karakteristi¢ne jednacine, a odgovarajuéa
partikularna resenja diferencijalne jednacine su yp, () = e** cos (Bx) 1 yp, () =
e“*sin (B x).

e Ako je A = a + i kompleksan koren reda k,k > 1, karakteristi¢ne jednacine,
onda je i A = a — i 3 kompleksan koren reda k,k > 1, karakteristi¢ne jednaé-
ine, a odgovarajuca partikularna resenja diferencijalne jednacine su y,, (z) =
€% €03 (BT), Upa() = T €% 08 (B), ., hpy () = 2¥1 2% c08 (BT), Yy, () =
€ Sin (BL), Ypyro (2) = € Tsin (B ), ..., Yp,, (@) = 2" "1 e sin (B x).

Zadatak 24. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:
(a) ¥' —y=0;
(b) ¥ —=5y" +8y' — 4y =0;
(c) y® +yW 424" +2¢" +4/ +y =0.

Resenje.
(a) Pridruzena karakteristicna jednacina je A2 — 1 = 0. Koreni date jednacine su \; = 1
i Ao = —1. Odgovarajuca partikularna resenja su y,, () = e* i yp,(x) = e~*. Opste

T

reSenje date jednacine je y(z) = C1 yp, () + Coyp, (z) = C1 ¥ + Cre™™.
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(b) Karakteristi¢na jednacina date diferencijalne jednagine je A3 — 52 + 8\ — 4 = 0.
Prema teoremi o racionalnim nulama polinoma konkurenti za racionalne korene
date jednacine su elementi skupa {41, +2, £4}. Direktnom proverom uo¢avamo da
je jedan koren ove jednacine A\; = 1. Koriste¢i Hornerovu Ssemu

1‘1—58—4
T

dobijamo da su druga dva korena koreni jednac¢ine A\ — 4\ +4 = (A —2)2 = 0.
Data jednacina ima jedan realan koren reda dva, Ay = A3 = 2. Partikularna reSenja
polazne jednacine su y,, (¥) = €%, yp, (z) = €% i yp,(z) = z€?®. Opste resenje je

y(x) = Cryp, (z) + Coyp, (x) + Cayp, () = Cre” + Oy e 4+ Oz e®®.

(¢) U ovom primeru karakteristi¢na jednacina je

NAEME2X8 42X 324 0+1 = MA+D) 2 20N+ D)+A+1 =
A+DAM 420241 = A+1)(A2+1)* = o
Navedena jednac¢ina ima jedan prost koren A\; = —1 i dva korena reda dva Ay = A3 =
i iy = A5 = —i. Odgovarajuca partikularna reSenja su yp, (z) = €%, yp,(x) = cosz,

Yps () = x cosx, yp,(z) = sinz i yp (x) = = sinz. Opste resenje diferencijalne
jednacine je
y(m) = O Yp: (1:) + Oy Ypa (m) + Cs Ypa (x) + C4 Ypa (x) +Cs Yps (:L')

= Ch1e"+Cycosx+Csxcosz+ Cysine+ Csx sinzx.

Domadéi zadatak 25. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:
(a) " =5y"+6y =0;
(b) ¥ =3y"+3y —y=0;
(¢) yW 424" +y=0.

Zadatak 26. Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine

1
"y =4 —.
y' —y \/;E+x\/§

Resenje. Opste reSenje odgovarajuée homogene jednacine je yp(xz) = Cre* + Coe™ ™.
Primenimo metodu varijacije konstanata. ReSavamo sistem

Ci(z)e* + Ch(x)e ™ =0

/ T _ / —r _ 1
Ci(zx)e* —Ch(x)e _4\/§+x\/:?
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1
Imamo da je Cj(z) = <2\/:E—i— 2:13\/5) e *i1Ch(x)=— (2\/54- 2:]01\/5) e”. Vazi da je

Ci(z) = /(2\/5—1—2331\/5) emdx:/Qﬁexdm+/2Z_\j§dx

u=2yz, dv=e"*duz, o o~

e
= d = — -z
du:%a v=—e " 2V +/ e * Qxﬁdx

y

_ VT
du——idx =
 2x/x B

- —Qﬁex—e_x—/wdx—i-/e_xda:——2\/§e‘”—e_$+D

B Jz 217 2z vz r

x
Sliénim izratunavanjem dobijamo da je Co(z) = —2+v/ze” + . + Ds. Opste reSenje
x

7

dv=e"duz,

_e_x

nehomogene jednacine je

y(x) = Ci(@)yp (z) + C2(x) yp, (@)

—x x
= (—2\/561— e\/E—FDl) e’ + <—2\/:Eex+\e/5+D1> e "

= Dlex—I—Dge’x—él\/f.

Domacdi zadatak 27. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:

T

1 € .
(a) y Y=oy
2
22 +2
(b) o — 2y +y= T ET2 3x+ ;
xr
2—x
"o, x,
() y' —y = —5— ¢

622 + 172+ 13

d) ¥ =5y +6y =
(d) " =5y +6y RSV

i
4y = .
(e) y"+4y cos(2x)

Metoda neodredenih koeficijenata:

Neka je data linearna nehomogena diferencijalna jednacina n-tog reda sa konstantim
koeficijentima y(™ (z)4+a1 y "~V (x)+.. . +an_1 ¥ (z)+a, y(z) = F(z), gde je nehomogeni
deo F oblika F'(z) = e** (Pi(z) cos (Bx) + Pa>(x) sin (8 x)). Partikularno resenje y, date
jednacine je oblika:
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o yp(x) = % (Qi1(x) cos (Bx)+ Qa(x) sin(Bz)), ako a + i § nije koren karakter-
isti¢ne jednacine;
o yy(r) = 2% e® (Q1(7) cos(Bz) + Q2(x) sin (B1)), ako je a + i 3 koren karakter-
isti¢ne jednacine reda k, k > 1;
gde je deg Q1 = deg Q2 = max{deg Py, deg P»}.

Ako je nehomogeni deo F' oblika F(z) = Fi(z) + Fa(x) + ... + Fi(x), za Fi(z) =
e (P, (x) cos (B; x) + Py, (x) sin (B; z)), onda partikularno resenje polazne jednacine
dobijamo kao zbir partikularnih reSenja jednacina

y™ (@) + a1y V(@) + A an1 Y (2) + any(z) = Fi(x),

1< <k

Zadatak 28. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
y" —3y" +4y —2y =€ +cosx.

Resenje.

1 korak

Karakteristicna jednac¢ina homogene diferencijalne jednacine y"” — 39" + 4y —2y =0
je A> =322 44X —2=0. Prema teoremi o racionalnim nulama polinoma konkurenti
za racionalne korene date jednacine su elementi skupa {£1,+2}. Direktnom proverom
uocavamo da je jedan koren ove jednacine A\; = 1. Koriste¢i Hornerovu Ssemu

1\1—34—2
11 -2 2 0

dobijamo da su druga dva korena koreni jednacine A> —2X+2 = (A —1)2 4+ 1 = 0. Data
jednacina ima konjugovano kompleksne korene Ay = 1+ 4 i A3 = 1 — ¢. Partikularna
reSenja polazne jednacine su yp, () = €*, yp, () = €* cosz i yp, () = €* sinz. Opste
resenje je y(z) = C1yp, (x) + Coypy (x) + C3yp, (x) = C1€” + Cre” cosz + C3e” sinz.

11 korak

Razmotrimo sada nehomogenu diferencijalnu jednacinu 3" — 34" + 4y — 2y = €*.
Ispitujemo da li je A = 1 koren pridruzene karakteristicne jednacine A3 —3 A2 44X —2 = 0.
Posto je A = 1 prost koren karakteristicne jednacine partikularno reSenje trazimo u
obliku y1(z) = Aze®. Vazi da je yi(x) = Aze®, yi(z) = A1+ z)e”, yf(x) =
A2+ z)e* 1y (x) = A3+ x)e®. Zamenom funkcije y; i njenih izvoda u jednacinu
y"=3y"+4y' -2y = €* dobijamo A (3+x) e*—3 A (2+x) e"+4 A(14z)e* -2 Axe® = €7,
tj. A=11y(z) =xe”.

1 korak

Nadalje, reSavamo diferencijalnu jednacinu y"” — 39" + 4y — 2y = cosxz. Kako A =i
nije reSenje karakteristi¢cne jednac¢ine imamo da je partikularno reSenje prve jednacine
oblika ys(x) = B cosz + C sinz. Odgovarajuéi izvodi su y4(x) = —B sinz + C cosz,
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yy(x) = =B cosz — C sinz i y5'(z) = B sinxz — C cosz. Zamenom u diferencijalnu

jednacinu vy — 3y"” + 4y’ — 2y = cosx dobijamo
Bsinz—C cos z—3(—B cos x—C'sin z)+4(— B sin x+C cos ) —2(B cos x+C'sin x) = cos x

tj. (3B +C) sinz+ (B+3C) cosx = cosz. Za konstante B i C vazi —=3B+C =0
1

i B =1,t. B=—iC = —

11 +3C , tj 10 il 10

0 cosz + 0 sinz. Opste resenje polazne jednacine je

, a za partikularno resenje yo imamo yy(z) =

1 3
y(x) = yn(x)+y1(z)+y2(x) = Cp e*+Cs e” cosz+Cs e’ sinz+ux eI—I—E COSl‘—I—E sin .

]

Zadatak 29. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
y"' =y —y +y=3x+ (241 —4)e".

Resenje.

I korak

Karakteristicna jednacina homogene diferencijalne jednacine v — 3" — 4y +y = 0 je
M-A2-A+1=22A-1)—(A=1) = (A=1)% (A +1) = 0. Navedena jednacina ima jedan
prost koren A\; = —1 i jedan koren reda dva Ao = A3 = 1. Odgovarajuca partikularna
resenja su yp, () = €7, yp,(x) = €* i yp, () = xe®. Opste resenje diferencijalne
jednacine je y(x) = C1 yp, () + Coyp, (x) + C3ypy(x) = Cre ™ 4+ Cae” + Czz €.

11 korak

Razmotrimo sada nehomogenu diferencijalnu jednacinu vy —y” —y' +y = 3 z. Ispitujemo
da li je A = 0 koren pridruzene karakteristi¢ne jednacine A3 — A\ — X\ + 1 = 0. Posto nije,
partikularno resenje trazimo u obliku y;(z) = Az + B. Vazi da je yj(z) = A, y{(z) =0
i y!"(x) = 0. Zamenom funkcije y; i njenih izvoda u jednaéinu vy —y” — ¢ +y = 3«
dobijamo —A+ Az + B =3xz,tj. A=B=31iy(z)=3x+3.

1T korak

Nadalje, resavamo diferencijalnu jednac¢inu "' —y” — 3/ +y = (24 x — 4) *. Ispitujemo
da li je A = 1 koren pridruzene karakteristi¢ne jednacine A3 — A2 — A + 1 = 0. Posto je
A = 1 koren reda dva karakteristicne jednacine partikularno reSenje trazimo u obliku
y1(z) = 2 (Az + B) e®. Vazi da je y2(z) = (Az® + Ba?) 7,

yh(z) = (A$3+(3A+B)x2+23m) e’,

yy(z) = (Az* + (6 A+ B)2® + (6 A+4B)z+2B) " i
yy'(x) = (A2’ + (9A+ B)a* + (184+6B)z+6A+6B) €.
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Zamenom funkcije yo i njenih izvoda u jednac¢inu y"” —y” —y' +y = (24 x —4) €* dobijamo
(Aa*+ (9A+B)z*+ (18A+6B)z+6A+6B) ¢
—(A2z®+ (6A+B)a*+(6A+4B)z+2B) €”
—(A2®+ (3A+ B)a® +2Bux) €”
+ (Az® + Ba?) e” = (242 — 4) €”,

tj. 12Ax+6A+4B =24z — 4. Zakljuéujemo da je A =2 i B = —4. Partikluarno
resenje je yi(z) = 22 (22 — 4) e*. Opste resenje polazne jednacine je

y(x) = yn(x) + y1(x) + y2(2) = Cre ™ + Coe” + Cyze® + 32+ 3+ 27 (22 — 4) €”.
O
Domaci zadatak 30. Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:
y'+y —2y=3e" +8%%;
y' =2y +y=2xe"+5;
y" =3y + 4y —2y = e + 2?;
y' —y=2sinx —4 cosx;

2

(e) y" +4y = cos®x.

Zadatak 31. U zavisnosti od vrednosti realnog parametra a odrediti opste resenje difer-
encijalne jednacine
y// _ a2 y = e®.

Resenje.

1 korak

Resavamo odgovarajuéu homogenu diferencijalnu jednacinu y” —a? y = 0. Karakteristi¢na
jednacina date jednacine je A — a? = 0. Koreni ove jednaéine su A\ = a i Ao = —a. Ako

je a # 0 koreni su realni i razli¢iti, pa je opste reSenje homogene diferencijalne jednacine
yp(x) = Cre®™ + Cye %", Ako je a = 0 jednacina ima realni koren reda dva, pa je opste
resenje homogene diferencijalne jednacine yp(z) = C1 + C .

11 korak
Resavamo nehomogenu diferencijalnu jednacinu y” — a?y = e* metodom neodredenih
koeficijenata.

Ako je a # +1, onda A = 1 nije koren karakteristi¢ne jednacine, pa je partikularno reSenje
yp nehomogene diferencijalne jednacine oblika y,(r) = Ae”. Tmamo da je y,(z) = Ae”
yy(z) = Ae®. Zamenom u polaznu jednacinu dobijamo A e” — a’ Ae® = e, odakle sledi

o A 1 . e
daje d=1—71n@) =17
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Ako je a = 1 ili a = —1, polazna jednacina je oblika 3" —y = e®. Pa je A = 1 prost
realan koren karakteristicne jednacine. Odnosno partikularno resenje y, nehomogene
diferencijalne jednacine je oblika y,(z) = Az e®. ITmamo da je u ovom slucaju y,(z) =
A(l+z)e” iy, (r) = A(2+z)e”. Zamenom u polaznu jednacinu dobijamo

A2+2x)e® — Aze” =e”,
1

1
odakle sledi da je A = 5 iyp(x) = B xe”.

Zaklju¢ujemo, da je opste reSenje diferencijalne jednacine dato sa
Ci+Cox+e€*, a=0,

1
y = 01614—0267‘7:4—51'636, a=1Va=-1,

xT

Cre* +Coe % 4 a#+1ANa#0.

1—a?’
]

Domacéi zadatak 32. U zavisnosti od vrednosti realnog parametra a odrediti opste
resenje diferencijalnih jednacina:

a) ¥y —(1+a)y +ay = cha;

x

b) ¥ +ay=e"";

(
(

)
)
©) ¥+ 2a+1)y +ala+)y=e*+x+1;
(d) y"+2(1-a)y +(1-2a)y=2e"7;

)

(e y”’—y”—aQy’+a2y=3.
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