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1 Vektorski prostor

Primer 1. Za koje vrednosti realnih parametra a i b su vektori u = (a,b,3) i v =
(2,a— b, 1) linearno zavisni u vektorskom prostoru R3?

Resenje. Vektori u,v€R3 su linearno zavisni ako postoje realni brojeve a i B, a>+B%#
0, za koje vazi
au+PBv=0,

odnosno
o(a,b,3)+B(2,a—b,1)=0,
tj.
(aa,bot,30)+(2B,(a—b)B,3)=0
ili
(ac+2B,ba+(a—b)B,3a+B) =0.

Poslednja jednakost je ekvivalentna sistemu

ac+2B = 0

ba+(a—-b)p = 0

30+ = 0.
Vektori (a,b,3) i (2,a— b, 1) su linearno zavisni ako dati homogeni sistem ima netrivi-
jalno reSenje. Iz treée jednadine dobijamo da je f = —3 . Zamenom 3 = —3 ¢ u prvu
jednacinu dobijamo da je a = 6, adrugu 4b —3a =0, tj. daje b = %. O
Primer 2. Za koje vrednosti realnog parametra k su vektori u = (2,k, —4), v =

(0,k+2,—8)iw = (1, —1, k— 1) linearno zavisni u vektorskom prostoru R>?

Resenje. Vektori u,v,w € R? su linearno zavisni ako postoje realni brojeve o, B i 7,
a?+ B%+7y% #0, za koje vazi
oau+Bv+yw =0,
odnosno
o(2,k,—4)+ B(0,k+2,-8)+y(1,—1,k—1) =0,
tj.
(20!,]{06, —4(X) + (Ov (k+2)ﬁ7 _Sﬁ) + (% =7, (k - 1)}/) =0
ili
Qoa+vka+ (k+2)p—y,—4o—8B+(k—1)y)=0.
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Poslednja jednakost je ekvivalentna sistemu

20+y = 0
koo + (k+2)B—7v
—4a—-88+(k—-1)y = 0.
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Vektori u, v i w su linearno zavisni ako dati homogeni sistem ima netrivijalno resenje,
t.j. ako je determinanta matrice sistema jednaka nuli.

Za determinantu matrice sistema vazi

2 0 1
k k+2 -1 = 2(k+2)(k—1)—8k+4(k+2)—16
-4 -8 k-1
= (k+2)(2k—2)—8(k+2)+4(k+2)
= (k+2)(2k—6)=2(k+2)(k—3).
Prema tome, za k = —2 ili k = 3 vektori u, v i w su linearno zavisni. Za k = 3 imamo

da je u = (2,3,—4), v=(0,5,—-8) i w = (1,—1,2). Lako se moZe zakljuciti da je
u=2w+v. Ovu vezu izmedu vektora u, v i w dobijamo iz jednacine otv+ Bu+yw =0,
odnosno nalaZenjem netrivijalnog reSenja sistema

20+y = 0

3a+5-y = 0

—4a—-8B+2y = 0.
Iz prve jednacine dobijamo da je ¥ = —2¢, $to zamenom u drugu i tre¢u jednacinu
daje B = —a. Skup svih reSenja homogenog sistema je {(z,—t,—2¢) | r € R}. Za
proizvoljno ¢ razli¢ito od nule dobijamo linearnu zavisnost vektora u, v i w. O

Slededi primer ilustruje vaZnost polja nad kojim razmatramo dati vektorski prostor.

Primer 3. Pokazati da su vektori u = (2+1i,1+2i) i v=(1—2i,2—1i) vektorskog
prostora C? linearno nezavisni, ako vektorski prostora C* razmatramo nad poljem R,
i da su linearno zavisni ako vektorski prostora C? razmatramo nad poljem C.

ReSenje. Vektori u i v su linearno nezavisni nad poljem R ako za svako «, f € R vazi
implikacija ou+ v = 0= a = . Jednalina

o (2+i,1+2i)+ B (1-2i,2—i) =0,

odnosno
(2+ia,(1+2i) )+ ((1-2i)B,(2—i)B) =0,
tj.
(2+)a+(1-2)B,(1+2))oc+(2-0)B)=0
ili
(Qa+p)+(a=2pB)i,((a+2B)+2a—p)i)=0



je ekvivalentna sistemu

2+ = 0 a-28 = 0
a+28 = 0 20— = 0,

a dati sistem ima jedino trivijalno resSenje.

Vektori u i v su linearno zavisni nad poljem C ako postoje brojevi a, 8 € C, koji nisu
istovremeno jednaki 0, za koje vazi ocu+ Bv = 0. Jednaina

a2+, 14+2i)+p(1-2i,2—i) =0,
4.
(2+i)a+(1-2)B,(1+2)a+(2-i)B)=0

je ekvivalentna sistemu

(e}

Q+ia+(1-20)p =
(14+2)a+(2-)B = O,

¢ija je determinanta matrice sistema

240 1-2i ; ; . )
‘ 142i 2—i =24+)2-)—(1+2)(1-2))=4+1)—(1+4)=0.
Prema tome, sistem ima netrivijalno reSenje i vektori su linearno zavisni. 0

Primer 4. Ispitati da li je V = {(0,x,y) | x,y € R} vektorski potprostor vektorskog
prostora R3.

Resenje. Na osnovu prethodne teoreme treba pokazati daje V # 0 ida je
(Va, B € R)(V(0,x,y),(0,z,w) € V) (0, x,y) + B(0,z,w) € V.
Ocigledno je V # 0. Vazi

a(0,x,y)+p(0,z,w) = (0,0, ay)+(0,Bz,w)
= (0,ax+Bz,oy+ Bw).

Kako su a, f3,x,y,z,w € R imamo da je ax+ Bz,0y+ Bw € R, pa je prema tome

(0,0x+ Bz, 0y + Bw) € V. O

Primer 5. Odrediti skup V svih matrica permutabilnih u odnosu na operaciju mnoZenja
2 1 C .

matrica sa matricom A = 3 9 } . Zatim pokazati da je V vektorski potprostor vek-

torskog prostora R**?, gde je R**? skup svih kvadratnih matrica nad poljem R.



Resenje. Moze se pokazati da je V = {X ‘X = [ ,;; i; } X,y € R}. Pokazimo da
zasvako o, € Risvako X,Z € V vazi aX + BZ € V. Imamo da je

ovesz-a 1] en [ 0] [ty 0]

Odakle zaklju¢ujemo da je aX +BZ € V. O

Primer 6. Neka su dati vektori u = (1,1,1) i v = (2,3,0) vektorskog prostora R3.
Odprediti lineal vektora u i v.

ReSenje. Lineal £ (u,v) je skup svih linearnih kombinacija vektora u i v, tj.
ZLu,v) = {au+pv|a,peR}
= {a(1,1,1)+B(2,3,0) | a, B € R}
= {(oH—Zﬁ o+3B,a) | a,B eR}.
O

Primer 7. Dimenzija vektorskog prostora V.= {(0,x,y) | x,y € R} nad poljem R je 2,
a jedna baza je {(0,1,0),(0,0,1)}.

Primer 8. Dimenzija vektorskog prostora V = {X ’X = 3xy ;) ] X,y € ]R} nad
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Primer 9. Dimenzija vektorskog prostora C?, svih uredenih parova kompleksnih broj-
eva, nad poljem C, je 2, a jedna baza je {(1,0),(0,1)}, dok je dimenzija ovog vek-
torskog prostora nad poljem R jednaka 4, sa jednom bazom {(1,0), (i,0), (0,1), (0,i)}.

Primer 10. Dokazati da je skup {vi,v2,v3,va}, gdejevy =(1,1,2,1), va=(1,-1,0,1),
v3=(0,0,—1,1) i vy = (1,2,2,0), jedna baza vektorskog prostora R*. Predstaviti vek-
toru= (1,1,1,1) u ovoj bazi.

Resenje. Dimenzija vektorskog prostora R* je 4. Na osnovu prethodne teoreme, skup
od Cetiri linearno nezavisna vektora iz R* je baza tog vektorskog prostora. Prema
tome, dovoljno je pokazati da su vektori vi,vp,v3 1 v4 linearno nezavisni, tj. da vazi
implikacija ajvi + ava + 3v3 +ouvs = 0= @ = ap = 03 = oy = 0. Vazi

0 v] + V) + 0BV3 + 0l4vy =
o (1,1,2,1) + o (1,—1,0,1) + 03(0,0,—1,1) + 0t4(1,2,2,0) =

(4o + oy, 00— +204,200 — 03+ 204,00 + 0 +03) = 0.

Prethodna jednacina je ekvivalentna sistemu

o+ + o = 0
o — 0 +204 = O
20 —o3+204 = 0
o+ 0+ 03 = 0.



Vektori vy, vo, v3 1 v4 su linearno nezavisni ako i samo ako dati homogen sistem ima
jedinstveno reSenje, tj. ako i samo ako je determinanta sistema razli¢ita od 0. Imamo

1 0 1 10 0 0
1—102:1—201::5_?(1):
2 0 -1 2 2 -2 -1 0 o 1 -1
11 0 10 1 -1
-2 0 1

0 —1 —1 |==2-(141)=—4#£0.

0 1 -1

Kako je skup {vi,v2,v3,v4} baza vektorskog prostora R?, svaki vektor iz R* se moze
na jedinstven nacin predstaviti kao linearna kombinacija vektora vy, v2, v3 1 v4. Prema
tome, postoje jedinstveni realni brojevi B1, B2, B3 i B4 takvi da vazi
u=Pivi+Pava + P3v3 + Pava,
odnosno
(1,1,1,1)

ﬁl(h 17271)+B2(1a_1707 1)"‘.[33(()’07_1’ 1)+ﬁ4(1727270)
= (Bi+Ba+Ba,Bi—Bo+2B4,2B1 — B3 +2B4, B1 + B2 + B3)-

Prethodna jednacina je ekvivalentna sistemu

Bi+B + B =1
Bi—B  +2B =1
2B —B342Bs =1
Bi+ B2+ B3 = L
tj. sistemu
Bi+B + B =1
Bi—B 2B =1
Bi+B—Bs =0
Bi+pB2+Bs = L
Resenje datog sistema je (%, %, %, %)
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