Neodredeni integrali

Ivana Jovovi¢
ivana@etf.rs



mailto:ivana@etf.rs

Neodredeni integrali

Sadrzaj

0 Racionalne funkcije

@ Kratak teorijski pregled
@ Definicija racionalne funkcije
@ Integracija parcijalnih razlomaka

@ Zadaci
@ Domaci zadaci

9 Iracionalne funkcije

Py P2

o Integrali tipa [ R(x (gjﬁrfj’) o ,(g)’gig) *
@ Integrali tipa | —2X)9x

v ax2+bx+c

Ax+B

(mx+n)k+/ax2+bx+c

@ Integrali tipa [ ax

e Literatura




Neodredeni integrali
Racionalne funkcije

Kratak teorijski pregled

Koli¢nik dva polinoma nazivamo racionalnom funkcijom.

Neka su P(x) i Q(x) polinomi tada je f(x) = % racionalna
funkcija Ciji je domen Dy = {x € R | Q(x) # 0}.
Racionalna funkcija je nesvodljiva ako je NZD(P(x), Q(x)) =1,

inace je svodljiva. Za svaku svodljivu racionalnu funkciju f
postoji nesvodljiva racionalne fukcija g takva da vazi:

(Vx € Dp)f(x) = g(x).

dgP > dgQ = f(x) = g} = S(x) + g, dgR < dgQ

S(x) i R(x) su kolicnik i ostatak pri deljenju polinoma P(x)
polinomom Q(x)

Racionalnu funkciju h(x) = A9 , dgR < dgQ nazivamo pravom
~ax)
racionalnom funkcijom.
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Racionalne funkcije

Kratak teorijski pregled

Racionalne funkcije oblika 2 a)k | e iar P —4c <0,

A.B,C,a,b,c €R, k € N nazivaju se parcijalnim razlomcima.

Prava racionalna funkcija h(x) = OE g moze se predstaviti na
svom domenu kao zbir parcijalnih razlomaka na sledec¢i nacin:

i A," I & B,"X—i- C,"
h(x) = _ i __SiXT i
& ,; /; (x—xiy ,; /; (X2 +bix+c)
gde je
Q(x) = ap(x—x1)"1-(x—x2)2...-(x—xx)k-

-(X2 + by X + ¢y )51 . (X2 + boXx + 02)32 et (X2 + b x + C/)s/

faktorizacija polinoma Q(x) nad poljem realnih brojeva.



Neodredeni integrali
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Kratak teorijski pregled

o}

f(x 1k(X ak1+C k#‘l

dx _ adx _ 2 2Xx+p
f X2+px+q - f (X+g)2+4q1p2 - /ﬁqipz afCtg < ;74(7’02) + C
p?>—4g<0
2

X2+ px+q=x2+20p+ 5 — & +q=(x+52+25E

| Gerpirar K71

Ovaj tip integrala se reSava rekurentnim formulama:

v, = I%, integral V.1 dobijamo primenom metode

parcijalne integracije na integral V.
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Racionalne funkcije

Zadaci

Zadatak

Naci sledece integrale:

i) fxz "2, a#0,

.. 2
”) fx2)i3(j(x+2a

iil) [ s

i ax

iv) f(x274x+4)(x274x+5)’

v) | 3%

i) J g
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Racionalne funkcije
Zadaci

fx2 32’ a#o

1 _
x2—a2 (x—a)(x+a) -
A(x+a)+B(x—a)
- X2 T
1=(A+B)x+Aa—Ba
A+B = 0
Aa—Ba = 1
1 1
A=— B=——
2a’ 2a
f XZ(?(a2 = é < dea %)
= S (Inx—al-Inx+al)+C

7zt vz
(A+B)x+(A-B)a

Xx2—g2

1
2a

X—a

xX+a

In +C
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Zadaci

f x2dx

x? _ x°—3x4243x-2 — 14 _3x=2
x2-3x+2 x2—3x+4+2 - Xx2—3x+42
3x—2  _ 3x—2 A+L_A(Xf2)+5(xf1)
x2-3x+2 ~— (x-1)(x-2) — x-1 " x-2 7  (x-1)(x-2)
3x—2=A(x—2)+B(x—1)
X=2 = B=4
x=1 = —-A=1=A=-1
2
s = [ox=12+4] 2%

= X—Injx—1|+4iInjx-2|+C
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Racionalne funkcije
Zadaci

f xax
x3—3x+2

—3x+2 = x(x®2-1)-2(x—-1)=(x-1)(x2+x-2)

= (x=DKP-14+x-1)=(x-1)2(x+2)

X _ X _ A B _C_
x3-3x+2 T (x—1)2(x+2) — x-1 + (x—1)2 T x3z

i A(x—1)(x42)+B(x+2)+C(x—1)?
o (x=1)2(x+2)

x=A(x—1)(x+2)+B(x+2)+ C(x — 1)

| nacin
xX=1 = 3B=1 = B
x=-2 = 9C=-2 = C
x=0 = -2A+2B+C=0 = A

Il
©In | =
[Ze]]\V)



Neodredeni integrali
Racionalne funkcije
Zadaci

f xax
x3—3x+2

[l nacgin
X =

= A(X?+x—-2)+B(x+2)+C(x?
(A+B-2C)x+(—2A+2B+C)

= (A+C)x®+
0 = C =
1 = B =
0 = -9A+2 =

A+C =
A+B-2C =
—2A+2B+C =

Ax—1)(x+2)+B(x+2)+ C(x —1)?

—2x+1)

—A
—A+2C+1=-3A+1
0

2

G =

9
dx

f xax
Xx3—-3x+2

_§x1

= ZIn|%

2

gffx1y+3fu n?‘@fu+a
+C
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Zadaci

dx
| eaxra)ax75)

—4x+4 = (x—-2)?

x> —4x+5 = (x—2)°+1

ax _ ax
f(x2—4x+4)(x2—4x+5) - f(x—2)2((x—2)2+1)
_ [ t=(x-2)
- at =dx =/ iz(f2+1)
_ P11
- ft2t2+1)dt ft2+1
= —7 —arctgt+ C

= —5—arctg(x—-2)+C
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Racionalne funkcije
Zadaci

xax
x8—1

xax
x8—1

t=x°
dt = 2xdx
1 at
2/ mnEm

$( I d)

x2—1 1 2
ot | — sarctgx

:
gln

2H1—(2-1)
4f(t2 1) t2+1)dt

I < ln) = arctgt) +C

O
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Racionalne funkcije
Zadaci

ax
f (x°+x+1)2

_ 1 _
l | " U= oo av = dx
— +1 —
du= Pixitg V=X

2
2X“+X dx =

X X 2x°42x4+2—x—2
T X24x+H1 +f (X2+x+1)2 T ox24x+1 f dx

(x2+x+1)2

— X X2 4 x41 X+2
T X24x+1 +2/ x2+x+1)2dx f(x2+x+1) dx

_ _2X+143

- x2+x+1 +2/ x2+x+1 f (x2+x+1)2 dx

_ o 2x+1

- x2+x+1 +2h—3 2/ (x2+x+1 T2 2/ (x2+x+1)

_ _3
- x2+x+1 +2h + 2 x2+x+1 212

1 2x+1 3
= §x2+x+1+2/1 2/2
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Racionalne funkcije
Zadaci

f( ax

X?+x+1)>?
t=x%+x+1
2x+1 _ rat
J e { dt = 2x +1 }_ 2
1
- *?+C X2+X+1+C
| / dx 7/ dx 2x +1
T X x

——arct +C
v@ V-3

3

4

1 1 8 3
2 2,0y 10 d
X“+x+1=x +22x+4+4 <x > +4

1 2x+1 3
I rosan Rk
/:2<1 2“‘1+/):12"+1 ?_arctg?X !
273 2x%x+1 ") T3xe1x11 33

5+
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Domaci zadaci

Domaci zadatak
Naci sledece integrale:

i) [ xini=Xadx, [;(xz 1)/nm—x+c}
i 5% 8|5+ ]
i) [ 2% |22l |32 |+ €]

Domaci zadatak

Nadi sledece integrale:
D) | erosseasyy  In(x+2)? = injx+1] = $injx + 3| + C]

i) J it ax. [§inix| - 3in|x—2|+ Zin|x 3]+ x + C]

Domaci zadatak

xax + C}

Naci integral f m {ﬁ
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Racionalne funkcije

Domaci zadaci

Domaci zadatak

Naci sledece integrale:

i) [ aRatt :5;‘2:‘2 { In §211‘+arcz‘gx+0}
o0 4

i) [t et — [x + Sarctgx — & arctg% + C]

iil) [ %72 dx X+ InY ‘Hf‘* — V3arctg®7 + c

xdx 1 |x—1] 1 2x+1 |

iv) {3In\/m + zarctg= +C_

Vi) [~ (X2+1) 5 ax, {’”\/XT + ;;}2 + C

X24x+1 T, Ao
V) fx4+x2+1 dx. { /nx2 a1 T 23 T 23 +C
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Racionalne funkcije

Domaci zadaci

Domadi zadatak

Naci sledece integrale:

A . 2Xx+1 4 2X+1

i) J (x2+x+2)2° [W+ 3 arctg Vid +C}
i) J (Xf%x)z, [YarctgX — Lfracxx? +4 + C]
X+ g | 1] arcig®% | 3x2_x47 C
) J s rcrE N xit 3/ T B0Exn) T
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Integrali tipa | R(x,

Integrali tipa
Py P2 Pk
ax+b\a [ax+b\ ax+b\ %
/R X, ) ey ax,
cex+d cx+d cx+d

a,b,c,deR, @+ b?>+c?+d? #£0,

P1,P2;--- Pk €EZ, G1,Q2,-..,qk €N,
NZD(pi,qi) =1za 1 <i<Kk,
se smenom

s ax+b

= ma S= NZS(Q1aQZ,-~an),

svode na integrale racionalnih funkcija.
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Iracionalne funkcije

Integrali tipa | R(x,

Nacdi sledece integrale:

g a,
N w

- Xt
i) [ I gy V) I o

x(14¥/x) ’ V) XZJ“/mdx
T/ 5] Vi
fii) f1_€/mdx,

Domadi zadatak

Naci sledece integrale:

i) f#
x(142v/x+¥x)’
[/nx— 3In(¢/X+1) - $In(2¢/x — ¥x +1) - ;- arotg " C}

o —x— 2 _
i) fﬁ—w XL, X _ XX 1+%In|x+\/xz—1\+c}
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Iracionalne funkcije

Integrali tipa [ R(x, (%’.)&1 (%’,‘)% %’,)qk )ax
X+ \ﬁ—i—fd
X
/ x(1+9/x)
fXJr\/iﬁL\Fd — X:t67 t>0
x(1+¥x) dx = 6t°at

6 4
= [ sgey6todt

5, 43
- 6ft1+it;” dt

—_— t3(t12_t:2)+1 at

_ (ft3dt+f1+t2>
= 3t*+6arctgt+C

= 3Vx2+6arctg¥/x+C
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Iracionalne funkcije
Pn(x)dx
2 b

Integrali tipa [

Integrali tipa [ \/m, gde je Py(x) polinom n-tog stepena,
ax

n>1,ab,ceRia+#0reSavaju se metodom neodredenih

koeficijenata:
M = Qn_1(x)Vax2+ bx + C+7L/dx,
vax2+bx+c vax2+bx+c

Qn_1(x) je polinom n— 1 stepena sa neodredenim
koeficijentima i A je neodreden koeficijent.

Zadatak
Nadi sledece integrale:
i [ x3dx :
Vi+2x—
i) [ x?V/x2+4 dx.
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Iracionalne funkcije
Integrali tipa [ %

Domaci zadatak

Naci sledece integrale:
) f X +5x+6

\V/ x24+2x-3 e%;
X7 /X2 12X — B+ 4Aln|x+1+ VX2 2x 3|+ c}

ii) f 226
\/x2+2x+
(x— 3)\/x2+2x+2—5/n\x+1+\/x2+2x+2\+0}

III) fx3 6x2+11x—6 %

VX2 +4x+3 ’
w\/m+66/n\ X -2+ VX2 +4x+3|+ C}
iv) [ S dx. (X2~ 8)/X2+ 4 +5lnlx+ V32 +4| + C|
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Iracionalne funkcije
Integrali tipa [ %

I x3dx
V1+2x—x?

3
aay (Ax +BX+C> Vi1+2x— x2+l/

\/1+2x X< \/1+2x x2
Diferenciranjem prethodne jednakosti dobijamo:
x3 _ — 2
= (2Ax+B)v1+2x—x

2 2-2x 1
+ (Ax*+Bx+C) 2y/14+2x—x2 e V1+2x—x2

Mnozenjem prethodne jednakosti sa v/1 + 2x — x2 dobijamo:
x3 = (2Ax + B)(1 +2x — x?) + (Ax® + Bx + C)(1 — x) + A
x3 = -3Ax® + (5A—2B)x®+(2A+3B—C)x+(B+C+21)
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Integrali tipa [ %

f x3dx

V1+2x—x2
—3A=1 = A=-]
5A-2B=0 = B=-3
2A+3B-C=0 = C=-%
B+C+A=0 = A1=4

/ o = / 2 1 +C
V1+2x—x2 V2—(x—1)2 V2
X2 4 2x4+1=—(x>—2x+1)+2=2—(x—1)?

°d — 2 19Y /1 1ox — x2
f\/112))(( X2 ( X +6X+ ) e +4f\/1+2x x?
= —(3X*+8x+§) V1+2x—x2+4arcsin* +C
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Iracionalne funkcije

Integrali tipa [

Integrali tipa

/ Ax+B 5%

(mx +n)kvax2 +bx +c

A B,ab,ccmneR, A2+B>#0,m+#0,a+#0, ke Nse

re$avaju smenom t = 1.




Neodredeni integrali

Iracionalne funkcije

Integrali tipa [

Zadatak

Naci sledece integrale:
. dX . oo
i) f—xzm,namtewalu od (0, +e0),
) — . S—
(x+2)24/x24+2x-5
Domaci zadatak

Naci sledece integrale:
0 ——
(x—1)34/Xx2+3x+1

X/ X24x+1
jii) [ ——%
(x=1)24/14+2x—x2
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Integrali tipa [ —

[ I M —
x2y/xe—x+1 dt = % 7~+1 \/1 t+t2

_ _ip2t141 g1 2t—1 ot

N zf\/1—t+t2dt 2 (f \/1—t+t2dt+f\/1—t+t2>
2

~V1—t+8-1in (t-H"+3|+C

_ 7\/)(277)(“7%/” 2—x+2\2/xm LC
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Integrali tipa [ ——

1 2t—1 dt u= 1—t+t2 fd
N | it - = — = u
v du=

= u+C=Vv1-t+£+C

=In|t—

2
137+

dl _
f\/1—tt+t2 N \/(t )+4

2
P—t+1=2-25t+i+3=(t-5)"+2
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