TEORIJA REDOVA

1. Brojni redovi

1.1. Definicija brojnih redova i osnovne osobine

Neka je (ag) niz realnih brojeva, tada se suma
S,=a1+...+ay,
naziva n—ta parcijalna suma ili parcijalna suma. Graniénu vrednost

lim S,
n—oo

oznacavamo

(%) Zak

i nazivamo suma reda. U prethodnom zapisu a; nazivamo opsti clan reda. Ukoliko postoji grani¢na

vrednost lim S, kao realan broj S, tada kazemo da je red konvergentan; inace ako grani¢na vrednost
n—o0

lim S, odredeno divergira, ka nekoj beskonac¢nosti, kazemo da je red odredeno divergentan. Moguée
n—oo

jeida grani¢na vrednost lim S, neodredeno divergira, tada suma reda ne postoji, tj. tada je red ne-
n—oo

odredeno divergentan. Napomenimo da umesto reda odredenog sa (*) moguée je potpuno ekvivaletno
razmatrati i red pocev od nekog indeksa ky € N u obliku

o0

(k) Z ay.

k=ko
Primer 1.1. Ispitati konvergenciju reda v ako je red konvergentan odrediti sumu reda
>
p k(k+1)

Resenje. Uocimo da za opsti clan reda vazi
1 1 1

k(k+1) k k+1°

gde k =1,2,.... Samim tim” dobijamo
1 1 1
Sp = —4+—4+... ——=
1~2+2-3+ n-(n+1)
S )
—~k(k+1) = \k k+1

®)razmatrajuéi ovaj primer, kao osnovni primer za ”teleskopske” sume



Odatle zakljucujemo da postoji grani¢na vrednost

S = lim S, = lim (1— 1 >:1.

n—oo n—oo
Ovim je dokazano da posmatrani red konvergira i suma reda je S = 1. a

Primer 1.2. Ispitati konvergenciju reda v ako je red konvergentan odrediti sumu reda
> ",
k=0
u zavisnosti od realnog parametra q€R.
Resenje. Posmatrajmo parcijalnu sumu
Sp=14+qg+¢@+...+¢"

Razlikujemo slucajeve:

1°9.¢=1

Tada je

S,=n+1
iu tom slucaju lim S, = oo, tj. tada je red odredeno divergentan ka beskona¢nosti.
n—oo

2°.q#1

Tada koristimo formulu

1 — qn+1

Graniéna vrednost—suma reda

3 n+1
1_ o+t 1= lim (¢"™) 1
S = lim S, = lim g _ N0 =
n—00 n—soo 1 —¢q 1—gq 1—gq

postoji kao realan broj ako i samo ako je
lq| < 1.

Konacan zakljucak o divergenciji ovog brojnog reda je sledeci:
x ako je ¢ > 1 tada red jeste odredeno divergentan ka beskonacnosti oo ;

x ako je ¢ <—1 tada red jeste neodredeno divergentan (ima dve tacke nagomilavanja u ﬁ). a

Napomena. Red iz ovog primera nazivamo geometrijski red i izuzetno je bitan kako za teoriju
brojnih redova, tako i za teoriju stepenih redova.

Na osnovu asocijativnosti sabiranja realnih brojeva sleduje tvrdenje za konvergentne redove.
o0

Teorema 1.3. Ako je Zak konvergentan red, tada se njegova suma ne menja pri proizvoljnom
k=1
grupisanju sabiraka bez promene njihovog poretka.

Primer 1.4.* Ispitati konvergenciju reda i ako je red konvergentan odrediti sumu reda
> )
=
k=1

Resenje. Posmatrajmo n—tu parcijalnu sumu pri specijalnom izboru n = 2™ — 1. Tada posmatrana
parcijalna suma se moze proceniti



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Som_1 = E - 1 -+ = — === -4 -
om_1 k:1k +(2+3>+<4+5+6+7)+( +

11
89 1_0+11+12+13+14+15>+ B

1 1 1
+ om—1 2m—1_|_1+ 2m—1+(2m—1_2) om 1_'_(2m71 1)
gm—_1
1 1 1 1 1 1 1
>1+ 2 -+ 4.2 +8- — +...+2"1 . — = I4+-+-4... +=
4 8 16 om 2 2 2
—~—~ ~—~—~ ~——— ——— (V) ~
1 1 1 1 m—1
) (%) (%) (2 3w)
1
=1 —1).-=
+(m—1)-3
m+1
2

Bududi da je

lim SZ’"—I = 00,

m—00

odatle zakljucujemo da je posmatrani red odredeno divergentan ka oo
Napomena. Red iz ovog zadatka nazivamo harmonijski red i oznacavamo

=1
H:Z%,
k=1

a n—tu parcijalnu sumu odredujemo sa

H, = —

1 ] 1
k 2
k=1

1
Primetimo da za harmonigski red H opsti ¢lan — tezi nuli, a harmonijski red H divergira ka oo

Teorema 1.5. Ako je red Zak konvergentan, tada je lim ap = 0
k=1

Napomena. Kontrapozicija ovog tvrdenja je:

Ako (ay,) nije nula niz tada red Z a, nije konvergentan, tj. tada je red divergentan
k=1

Teorema 1.6. Neka su redovi

51:Zak 1 SQZZbk
k=1

k=1
konvergentni i neka su o, 8 € R realni brojevi, tada je 1 red

Z (aay + Bby)
k=1

konvergentan 1 vazi

53 = CkSl + 682



Primer 1.7. Ispitati konvergenciju reda v ako je red konvergentan odrediti sumu reda

k=1
Resenje. Uocimo
1+3F X1 =3k
= — + —
> g T gt e
k=1 9 k=1 9 k=1 9
jer su redovi
o] 1 [e’¢) k [ee] k [e’¢) k 1
1 9 1 3 3 1 By 1
1 ng 1_1 R ! 2 Zg (9) 2(3) ) 179
k=1 k=1 k=1 k=1
9 3
konvergentni. Samim tim polazni red konvergira i suma reda je
1 1 5
S=5+85=-4+=-=-.
1+ O2 3 + 573
O

Napomenimo da vazi sledeé¢e tvrdenje.
o

Teorema 1.8.* (Kosijev opsti kriterijum) Red Zak konvergira ako 1 samo ako je ispunjen
k=1

kriterijum
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn,p € N)(n > ng = |Spyp — Sl < ).

Za proizvoljan red S:Z a, (koji standardno pocinje od kg=1) i n—tu parcijalnu sumu S, :Z ay,
k=1

X k=1
sa redom” R, = Z aj odredujemo ostatak reda. Tada, na osnovu Kosijevog opsteg kriterijuma

k=n+1

vazi:
red S:Z ay je konvergentan ako i samo ako R,=S—S, — 0 (kadan — o0).

k=1
Primer 1.9.* Upotrebom Kosijevog opsteg kriteriyjuma dokazati divergenciju harmonijskog reda

k=1

=

Resenje. Posmatrajmo parcijalne sume:
n—+p

1 . 1
Hyyp = Z - 1 H, = X
k=1 k=1

o0
®) pri tom red R,, odreduje niz po n, dok red Z ag, ako konvergira, je broj u R (za fiksirani pocetni indeks kg € N)

k=ko




zan,p € N. Nekae > 0 proizvoljno. Birajuéip = 2n dokazujemo danije |H,+p,—H,| = |Hon—H,| < €
za svako proizvoljno malo € > (. Zaista

1 1
H,, — H,| = et =
[ | n+1 ot 2n
- 1 N 1
2n 7 2n
B 1
N 2n
1
2
Bududi da razlika |Hs, — H,| > 1/2, ta razlika nije proizvoljno mala za n pocev od nekog ny = ng(e).
Navedeno dokazuje divergenciju harmonijskog reda. a

1.2. Redovi sa pozitivhim ¢lanovima

[e.e]
U ovoj sekciji razmatramo brojne redove E ax za nizove (ay) sa pozitivnim ¢lanovima i takve redove
k=1
nazivamo redovima sa pozitivnim clanovima. Takvi redovi su ili konvergentni ili odredeno divergentni
ka oo.

1.2.1. Kriterijumi poredenja. Vaze tvrdenja kojima odredujemo kriterijume poredenja:
Teorema 1.10. (I TEST POREDENJA) Neka su redovi

[e.@] o0
Sl = E Qe 1 Sg = E bk
k=1 k=1
sa pozitvnim clanovima i neka je ispunjen uslov poredenja

(Fno e N)(Vn e N)n >ng = a,, < b,.

Tada vazi

1% Ako red Sy = Z by konvergira tada konvergira i red S = Z a.
k=1 k=1

2° Ako red S| = Z ay divergira tada divergira i red Sy = Z by,.
k=1 k=1

Teorema 1.11. (II TEST POREDENJA) Neka su redovi

51:Zak 1 SQZZbk
k=1 k=1

sa pozitunim clanovima @ neka je ispunjen uslov

Gy
3 nll_>n010 b c € R\{0},
tj. da a, ~ cb, (n — 00). Tada vazi
1° Red Sy = Z bi konvergira ako i samo konvergira red S, = Z ag.
k=1 k=1

k=1

2° Red Sy = Z by divergira ako 1 samo divergira red S; = Z ay,.
k=1



Primer 1.12. Ispitati konvergenicju reda
— 1
2
k=1
za vrednosti p < 1.
Resenje. Primetimo da za p < 1 vazi poredenje
1 1 1
E < ﬁ (<:)> kP <k ) s

za k=1,2,.... Samim tim prema I kriterijumu poredenja iz divergencije harmonijskog reda

H =

[M]#
ol e

b
Il
-

sleduje divergencija i posmatranog reda

=1
P

k=1
Primer 1.13. Ispitati konvergenicju reda

>

k=1

==

Resenje. Uzimajué¢i u prethodnom zadatku
_1 <1
P=3

sleduje odgovor u ovom zadatku posmatrani red divergira ka oo.

Primer 1.14. Ispitati konvergenicju reda
=1
>
k=1
Resenje. Primetimo da vazi poredenje

L1
k2 k(k—1)

(&= K —-k<k),

za k =2,3,.... Samim tim, prema I kriterijumu poredenja, iz konvergencije reda

o0 [e.9]

1 1
k(k—1) 2 (k+1)k

k=1

k=2

sleduje konvergencija i posmatranog reda”

=1
>
k=1

> 1 > 1
b)jerjeZﬁ:1+Zﬁ
k=1 k=2



Primer 1.15. Ispitati konvergenicju reda
i k+2
V3 +3

Resenje. Primetimo da vazi

k42 ko1,
P o kB3 2k 2k12 K (k= o0).

a

o
Buduéi da red Z iR divergira, prema II kriterijumu poredenja, tada i polazni red divergira. O
k=1

1.2.2. DALAMBEROV TEST

Teorema 1.16. (Dalamberov test)

Neka je Z ay red sa pozitivnim clanovima. Neka postoji
k=1

. Qg1
L = lim ,
k—oo Qg

tada vazi:
(¢) ako je L <1 tada red konvergira,
(i¢) ako je L > 1 tada red divergira,

(222) ako je L =1 tada za ispitivanje konvergencije reda je potrebno dodatno ispitivange.
Primer 1.17. Ispitati konvergenciju reda
= 1
P
k=1
za vrednosti p =11 p = 2.

Resenje. Vazi
1

71 Ay k p
L= lim & — Jim (k1P _ lim (—) =1,

kp
za vrednosti p = 11 p = 2. Napomenimo na osnovu prethodnih primera da za vrednost p = 1 radi
se o divergentnom harmonijskom redu
o
H=3,
k=1

i za vrednost p = 2 radi se o kovergentnom redu

>~ 1
k=1

| =



Primer 1.18. Ispitati konvergenciju redova

(%)

()

(i)

(4v)

(v)

Resenje. (i) Vazi

2020+ +1
[ 2020
L= lim 2 gy DL g S
k—oo ay k—oo 2020 k—o0 ]{,‘—l—l
k!
dakle posmatrani red konvergira.
(i¢) Vazi
k+1

TR e T R (0 o AN
L= Jim S = o S = i () = <

4k
dakle posmatrani red konvergira.
(2¢¢) Vazi
(k+1)! .
L = lim a L lim 10]?1 = lim rl =00 > 1,
k—oo  Qp k—oo R k—oo 10
10%
dakle posmatrani red divergira.
(tv) Vazi
! k+1)* k
L:1m1%ﬂc:hm—ﬁ%ﬁ—:1mlLiJ—:1m1@+1>:e>1,
k—oo Qg k—o00 /417 k—o00 /{}k k—o00 k
k!

dakle posmatrani red divergira.

(v) Vazi
1 <3>k+1
I — lLim Clk+1:hm VBk +6\5 — lim /5k+1.§ :§<17
k—oo  ay k—o0 1 (3>k k—o0 5k+6 5 5

dakle posmatrani red konvergira.




Primer 1.19.* Ispitati konvergenciju reda
= okl
>
k=1

u zavisnosti od realnog parametra o€ R.

Resenje. Vazi

akF (k1))
ket 1 Kk
L= lim 24— gy DT g, O gy, 4 Y
k—oo  ayp k—o0 a”k! k—o00 (l{}—I—]_)k k—o0 1 k e

Odatle sleduje zakljucak
(2) akoje L=a/e<1l <= a<e tada red konvergira,
(i) akoje L=a/e>1 <= a>e tada red divergira,

(¢42) ako je L=a/e=1 <= «=ce tada za ispitivanje konvergencije reda je potrebno dodatno
ispitivanje. Jedan nacin za dodatno ispitivanje je baziran na upotrebi Stirlingove formule:

k! ~ 21k (EY (k — 00).

e
Tada
kk
ok k! ek ork y
U = g~ i =V2rk (k— o00).
Navedeno je dovoljno za zakljucak da za o =e posmatrani red je odredeno divergentan ka oc.

O

1.2.3. KOSIJEV KORENI TEST

Teorema 1.20. (Kosijev koreni test)

Neka je Z ay red sa pozitivnim clanovima 1 neka postoji
k=1

L = lim ag,

k—y00
tada vazi:
(¢) ako je L <1 tada red konvergira,
(2¢) ako je L > 1 tada red divergira,

(222) ako je L =1 tada za ispitivanje konvergencije reda je potrebno dodatno ispitivange.
Primer 1.21. Ispitati konvergenciju reda

"1
Ea
k=1

za vrednostip =1 1 p = 2.



Resenje. Vazi
L:lmywﬁzlmngzhm(V@p=<mnvap=L
k—o0 k—oo k—o0 k—oo
za vrednosti p = 1 i p = 2. Napomenimo na osnovu prethodnih primera da za vrednost p = 1 radi
se o divergentnom harmonijskom redu

Primer 1.22. Ispitati konvergenciju redova

(%)

(i4) :
(ii4) ) .
ESE
(iv) N B
Sk(5vi)

(v)

Resenje. (i) Vazi

/1 1
= 1 k = 1 k —_— = i -_ =
L—klgrolow/ak—klgglo o llmk 0<1,
dakle posmatrani red konvergira.
(i¢) Vazi

k 1
L= lm {ay = lim 4k ;35504 ;<

dakle posmatrani red konvergira.

(#44) Vazi
B\ Y
. ay = lim (k:+1> i, (k+1)

, E+1—1\ 1Y 1
_JE&( k+1 )_Jiﬁ(l_k_ﬂ) =z <b

dakle posmatrani red konvergira.

10



(iv) Vazi

1 1\* 1 1
b= g v = i ik (5 ) ,}520(@(3%
Nt 1
:JH&(TE) =S B A
3k

dakle posmatrani red divergira.

(v) Vazi

(]
Ed
1
8
—
~
-
o
ot

dakle posmatrani red konvergira.

1.2.4. Medusobni odnos Dalamberovog i Kosijevog korenog testa

o
Teorema 1.23. Neka je dat red sa pozitivnim clanovima Z ay. Tada vazi:
k=1

a
ako postoji L= lim A
k—o0 ak

€0, 0], tada klim Yar=1L.
—00

1.2.5. KOSIJEV INTEGRALNI TEST

Teorema 1.24. (Kosijev integralni test)

Neka je Z ay red sa pozitunim i nerastucim clanovima pocev od ko € Ny, tj.
k=ko

(ko = Aoyl = Apgg2 = - oo
Neka je f: [ko,00) — R funkcija takva da vaZi
f(k) = ay
za svako k €{ko, ko+1,ko+2,...} i pri tom neka je za funkciju f ispunjeno:
(¢) f je neprekidna nad [ko, 00), Sto oznacavamo feO([k:o, oo)),

(i) [ je pozitivna nad [ko,0), tj. (V€ [k, 0)) f(x)>0;
(222) f (O\) je nerastuca nad [ko, 00).

11



Tada vazi:

[o'e) o0

red Z ay kovergira ako i samo ako nesvojstven integral / f(x) dx konvergira.
k=ko ko

Primer 1.25. Ispitati konvergenciju reda
1
2
k=1

u zavisnosti od realnog parametra p €R.

Resenje. Za vrednosti p € (—oo, 1] posmatrani red divergira saglasno I kriterijumu poredenja i
dokazanoj divergenciji harmonijskog reda H.

I[spitajmo konvergenicju posmatranog reda u slucaju vrednosti p > 1 primenom Kosijevog integralnog
kriterijuma. Posmatrajmo funkciju

fe) = = [L,00) > R,

koja evidentno ispunjava uslove za primenu Kosijevog integralnog testa. Buduéi da za p > 1 konver-
gira nesvojstveni integral

00 00 b b

—dz = /:cp dr = lim /xp dr | = lim ( )
P b—o0 b—oo \ —p + 1

1 1 1

o 1 1y 1
T e \(1—p) bt (1-p)) p-1

odatle zakljucujemo da za p > 1 konvergira i posmatani red.

1

Vazi zakljucak:

1 1
red Z w divergira zap <1 1 red Z T konvergira za p > 1. O
k=0 k=0

Primer 1.26. Ispitati konvergenciju reda

“Ink
>
k=1

Resenje. Posmatrajmo funkciju

f(z) = e :[1,00) — R.

x
Da bi primenili Kosijev integralni test na funkciju f potrebno je samo ispitati njenu monotonost na
razmatranom domenu. Vazi
R
(Inz) -z —Inz-(z)y %D l—Inx

fl(@) = 2 = = == [1,00) — R.

12



Primetimo 11
fl(x) = —wzn:v =0 <= z=c

Jednostavno se proverava f’ < 0 na (e, o), dok je f' > 0 na (1, e). Za ispitivanje konveregencije reda
razmatranje nastavljamo sa startnim indeksom kg = 3, razmatrajuci red

i Ink
o
k=3
Navedeni red divergira jer divergira nesvojstveni integral
b b

o) b

/ln—xdx = lim /ln—xda: = lim /lnxldx = lim /lnxdlna:
T b—o0 €T b—00 x b—o00

3 3 3 3

Inb Inb
: . (12 . (In*b In*3
= (t=lnz) = lim /tdt = (5)1 S_blggo (T 2 ) -
In3 n

Sveukupno divergira i polazni red

1.3. Redovi sa ¢lanovima naizmeni¢nog znaka

U ovoj sekciji razmatramo redove oblika

Z(-l)kilak =a; —Qy+0a3 — Q4 + ...+ (—1)k*1ak+... s

0o
k=1

gde je ap > 0 (k = 1,2,3,...), koje nazivamo alternativnim redovima ili redovima sa ¢lanovima
naizmenicnog znaka. Takode umesto prethodnog reda moguce je potpuno ekvivaletno razmatrati i
alternativni red poce od nekog indeksa ky € N. Za alternativne redove vazi osnovno tvrdenje.

Teorema 1.27. (LAJBNICOV TEST)

Neka je dat alternativni red

> (=D

k=1
1°. Ako je niz (ax) strogo opadajuéi nula niz:
ar 0 (kada k — c0),

tada
alternativni red konvergira.

2°. Neka je R, ostatak alternativnog reda, za n€N, tada vaZi:

|Rp| < @y

13



Primer 1.28. Ispitati konvegrenciju alternativnog reda
. 1

)12
IEISE
k—

1

Resenje. Niz

1

Qp = E
je evidentno pozitivan, strogo opadajuéi, nula niz. Samim tim prema Lajbnicovom testu posmatrani
alternativni red je konvergentan. a

Primer 1.29. Ispitati konvegrenciju alternativnog reda

00 k
-1 k—1 )
kz( S e

1
Resenje. Niz

_k

k241

je evidentno pozitivan i nula niz. Ispitujemo kada je taj niz monotono opadajué¢i. Za navedeno
razmatramo funkciju

Qg

X

fz) = o :[1,00) — R
jer je a = f(k), za k=1,2,3,... . Na osnovu izvoda
/ 2 2
, x 1-(z+1)—z-(22) 11—z
= = = . 1 R
@) (x2—|—1) (@2 +1)2 @ )

evidentno je
funkcija f N\, strogo monotono opadajuéa na [2, c0).

1 2
Samim tim a; = 3 > ag = R i nadalje (Vk;e{Z, 3,4,.. }) ar > agi1, tj. niz (ag) je strogo opadajudi.

Prema Lajbnicovom testu posmatrani alternativni red je konvergentan. a

Primer 1.30. Ispitati konvegrenciju alternativnog reda

- 2k — 1

Z<_1)k_1k k4 1)

= (k+1)

Resenje. Niz

2k —1

k(k+1)

je evidentno pozitivan i nula niz. Ispitujemo kada je taj niz monotono opadaju¢i. Za navedeno
razmatramo funkciju

Q=

20 — 1
— N 1 R
fla) =2 [1,00) —
jer je ar, = f(k), za k=1,2,3,... . Na osnovu izvoda

= Sl — R
o 1,00)

20 -1\ 2-(2*+2)—(22—1)-2z+1) —22°+22—1
B (22 + 2)2 (22 + 2)2

)=

14



evidentno je
funkcija f N\ strogo monotono opadajuéa na [2, 00),

1-+3 . 1++3
9

jer su koreni kvadratne jednacine —2z2 + 2x — 1 = 0 brojevi z; = 5 12y = . Pri tom

1
a; = 3= as 1 nadalje (Vke {2,3,4,.. }) ap > agy1, tj. niz (ax) je strogo opadajuéi pocev od indeksa
ko = 2. Prema Lajbnicovom testu alternativni red Z(—l)k_lak je konvergentan, a time i polazni
alternativni red Z(—l)kflak =a; + Z(—l)k’lak. O
k=1 k=2
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