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Primer 1, spektar kosinusoide

Odrediti dvostrani amplitudski i fazni spektar prostoperiodi¢nog signala.
X(t)=10x cos(27z x 200t — %}

Izracunati srednju snagu signala analizom u vremenskom i u frekvencijskom domenu.

Kosinusoidalni signal amplitude U=10V, osnovne ucestanosti f;.=200Hz i pocetne faze
6= -1/10 mozZe se prikazati kao

X (t) —U x COS(27Z > fot n 9) _ %e_j(an fot+6) N E e+j(27rxfot+0)

+ j(—Zﬂ'XZOOH—ﬂ)

5 + j(zﬁxzoOt—l’;)
+5xe

x(t):loxcos 27z><200t—£ =5xe
10

A

Dvostrani Xl Dvostrani p T
amplitudski spektar ¢ fazni spektar "

/10

> 200 >
-200 200 f[HZ] -200 f[Hz]
—1t/10
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Primer 1, spektar kosinusoide

Dvostrani spektar ima dve komponente:
komponentu X; na f=f,=+200Hz i komponentu X, na f= - f,= -200Hz

Vrednosti amplitudskog spektra kosinusoide su |X_|=|X,,|=U/2=5

Srednja snaga kosinusoide amplitude U moZe se odrediti u vremenskom domenu

1} 1} U2t[1 cos(2zrx2ft+260 U2
Px:?.([Xz(t)dtz?_([uzcosz(Zﬂxf0t+¢9)jt:? {§+ ( . 0 )}dt:7

0

Na osnovu Parsevalove teoreme, srednja snaga signala se i u ovom jednostavnom
primeru moze odrediti i na osnovu amplitudskog spektra signala (odnosno, spektra

snage Sn:| X, | 2) i jednaka je , , ,
P = X[+ X[ =2x[2 | —2x- =
2 4 2
X ]
“ o]
5
/10
. 200
-200 200 f[Hz] -200 f[Hz]
—1t/10
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Primer 2, spektar zbira kosinusoida

Odrediti dvostrani amplitudski i fazni spektar periodi¢nog signala.

x(t) =U, x cos (27 x 200t + 6, )+ U, x cos (27 x 400t + 6,)

x(t)=4x COS(ZﬂX200t—%)+6XCOS(27ZX400t —%)

Izracunati srednju snagu signala analizom u vremenskom i u frekvencijskom domenu.

Koliki deo snage signala je sadrzan u komponenti na 200Hz, a koliki deo u komponenti
na 400Hz?

Amplitudski spektar (dvostrani) Fazni spektar (dvostrani)
Xal 4 T
Y, % =2 % =2y .
22 —2=3 /3
+1/4
200 400
> >
400 -200 200 400 f[Hz] -400 -200 f [Hz]
'2fo 'fo +f0 +2fo —1t/3
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Primer 2, spektar zbira kosinusoida

Perioda prve komponente signala je T,=1/200Hz=0.005ms, dok je perioda druge
komponente T,=1/400Hz=0.0025ms. Perioda signala x(t) jednaka je T=T,=2T,=0.005ms i
osnovna ucestanost signala je f,=1/T=200Hz (jer je 200=NZD(200,400)).

Ukupna snaga signala x(t) odredena u vremenskom domenu
U ’ U ’

P, _—jx dt

Ista vrednost snage signala x(t) dobija se i analizom u frekvencijskom domenu

2 2 2 2 2 2
ot (2 (2] -4

2

Snaga prvog harmonika (f,=200Hz) je P, = U71 I sadrzi 30.77% ukupne snage signala.

2

Snaga drugog harmonika (2f,=400Hz) je P, = U72 i sadrzi 69.23% ukupne snage signala.

2 2 2 2
he Y _30.77% o Y _ 69 23%
P, U +U;, 4°4+6 P, U /+U;, 4°+6
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Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (1)

Odrediti amplitudski i fazni spektar periodi¢nog signala x(t) periode T,
amplitude U i trajanja impulsa 7 (faktor rezima#/ T'), koji je na intervalu
jedne periode definisan slede¢im izrazom

0, —T/2<t<-1/2
x(t) =< U, —7/2<t<7/2
0, T/2<t<T/2

Periodi¢éna povorka pravougaonih impulsa

A
X(t)
— U — s
I T - I >
“T-t/2 =T T-t/2 —T/2 —1/2 /2 T2 T2 T T+/2 t
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Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (2)

X(t) je periodican signal periode T i vazi x(t)=x(t+T)
* Periodasignalaje T [s]
® Osnovna ucestanost periodi¢nog signala je f,=1/T [Hz]

Kompleksni Fourier-ov red za periodican signal x(t)

X(t) _ Z Xne+j27r><nf0><t

N=—o0

Kompleksni koeficijent Fourier-ovog reda X,

T/2 _
J‘ X (t) e—jZﬂxnfOxtdt

T/2

X, L

T
IX,| - amplitudski spektar signala x(t)
6, - faznispektar signala x(t)

X, =|X,|e"

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za =
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Spektralna analiza periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa (3)

T/2 ,
X 1 I X(t)e_jz,mfotdt: Uz sin(nx f,7)
T 7, T nxf,r
|X | Uz sin(nz f,7) parna f-ja u€estanosti
. . = - cestanosti
Amplitudski spektar n T Nz f,r
Fazni spektar g, =arg(X,)

Periodi¢an signal X(t) moze da se predstavi u obliku sume prostoperiodi¢nih
signala (kosinusoida) amplitude 2|X, | u¢estanosti nxf, f,=1/T, n=1, 2, ... |
jednosmerne komponente signala X,

x(t) =X, + i2|xn|cos(27z- nf, -t+0,)
=1

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za S mm—
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Spek. analiza povorke pravougaonih impulsa- nule anvelope (4)

Anvelopa amplitudskog spektra - pomocna kontinualna funkcija za analizu
spektra signala (umesto ucéestanosti nf, koristimo kontinualnu ucestanost f)

a(f)= Uz |sin(z f x7)
T wfxr
Nule anvelope amplitudskog spektra javljaju se na frekvencijama f, tako da
sin(zf,r)=0,f =0 = rfr=kx = fk:E, k=41+2, ...
T

7] o
[o>] 0
o
@

o
I~
|sin(O)|

o
'S

D

N\ /
N

AN a\
021 \/ \-/

—O.flzo _1'5 _1‘0 é 0 3 10 1'5 0 -20 -15 -10 5 0 5 10 15 20
X
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Primer, faktor rezima 1/2

Posmatra se periodi¢na povorka pravougaonih impulsa €iji su parametri
1=0.5ms, T=1ms, U=1V

e Spektar periodi¢ne povorke impulsa je beskonac¢no Sirok (spektralnih
komponenti ima beskona¢no mnogo)

e Perioda signala T=1ms—osnovna ucestanost periodi¢nog signala f,=1kHz.

e Spektralne komponente se nalaze na ucestanostima jednakim celobrojnim
umnos§cima osnovne ucestanosti signala—na nxf,, tj. na OHz, +1kHz, +2kHz,
+3kHz, £4kHz, ...

e Trajanje impulsa u okviru periode je T=0.5ms—nule anvelope se nalaze na
frekvencijama koje su umnozak frekvencije 1/1=2kHz.

e U posmatranom slucaju, nule anvelope se poklapaju sa svim parnim
harmonicima signala (na £2kHz, 4kHz, £6kHz, ...)

Elektrotehniékifakultet’ Katedra za [ o ——
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Primer, faktor rezima 1/2

Spektralne komponente su oblika

sin| —°-
~_Uzsin(nzfyr) Uz T
T nrzf,r T Nzt

T
Za vrednosti trajanja impulsa i periode jednake t=0.5ms, T=1ms , dobija se

X

T_1_ X _U sin(nz /2)
T 2 2 nrzl2

Komponenta na ucestanosti f=0 (za n=0) predstavlja jednosmernu (srednju,
DC) vrednost signala i jednaka je

1 T/2 1 +‘[/2 U U
X, == j X (t)dt == j Udt = —— ==
T T/2 T —7/2 T 2
Elektrotehnié’kifak”ltet’ Katedra za [ o —
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Primer, faktor rezima 5, dvostrani spektar

0.5 ! ! ! ! ! — ! ! ! ! !

| | | | | | v ‘ ‘ " - ‘
045F SRER RS SRR TR S R ——© amplitudski spektar | | z":OSmS
: : : : : S — — —anvelopa
Qf i by T T T=1ms
| | | | | | Lo | | | | |
085 Uu=1Vv
| | | | | Q| @ | | | | |
o3 b
_ | | | | | | - | | | | |
5:: 0.25 0 | 7
‘ .
0.2
015
01
0.05[
0
-14 0
flkHz]

* Spektralne komponente nalaze se na ucestanostima nxf,= nx1kHz, n=0, +1, 2, ...)
* Nule anvelope (k/t=kx2kHz, k=+1, £2, ...) poklapaju se sa parnim harmonicima i
svaka druga komponenta u spektru jednaka je nuli!!!

Elektrotehniékifakultet, Katedra za L
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Primer, faktor rezima ‘4, vrednosti spektralnih komponenata

0 sin (W) ! sin (n”j Kada je faktor rezima jednak '; svaka
.

r_1 X = _Y 2 druga komponenta u spektru signala
T 2 " T nar 2 Nz jednaka je 0
T 2 (tj. svi parni harmonici su jednaki 0)
U Jednosmerna komponenta
[ Xo| = 2 (srednja vrednost) jednaka je U/2
-
U |sin(z/2) U X.|=|X .l=0
e Xel=Ix-4
2| /2 7T
oI =17 2 37/2 | 3z
X[ =[X | = U |sin(57/2)] U
72| sz/2 | 5r
Elektrotehnicki fakultet, Katedra za T m— S —
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Spektar snage

Spektar snage
. 2
T nzr/T

Srednja snaga signala x(t)

1 T/2 1 /2 .
P == j X2 (t)dt= = j U2dt=U2?=
T—T/2 T—z'/2 T

Parsevalova teorema:
Srednja snaga sloZzenog periodi¢nog signala jednaka je

zbiru srednjih snaga svih njegovih harmonika

T/2 0 0
po== [ X (t)dt= "3 |X,[ =X + 22X,
T ~T/2 N=—c0 n=1

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za .
telekomunikacije, Beograd PMT




Spektar snage

Ukupna srednja snaga signala x(t)

Po= 2 X[ =Xl + 220X,

N=—o0 n=1

Snaga signala x(t) koja je sadrzana u prvih N harmonika

N N
P, = 2 X, = Xof + 2,

Snaga signala x(t) koja je sadrzana o5, - - o - - |
od harmonika N, do N, (N,0) N T . _
T O 3 31 4 (RS R 1| S
1N n=—N, n=N, -
N, . o R B 1 I o '
PhN - 2 Z |Xn|
1-N2 =N,

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za
telekomunikacije, Beograd




Primer, faktor rezima 1/2

Srednja snaga signala jednaka je

172 , 1 72 , U2 i 5 2 = 2
P, == '[ X (t)dt:? j U dt=7 P = Z|Xn| :|X0| +22|Xn|

T -T/2 —7/2 N=—o0 n=1

Snaga signala x(t) koja se nalazi u nultom (DC komponenta) i prvom harmoniku

uy Uy
B, = AF +XaF X = 2] = | 2x 2] -0as26x03
T

Deo srednje snage signala koji je sadrzan u nultom i prvom harmoniku iznosi

R, 0.4526U° Vise od 90% ukupne srednje snage signala
= = —0.9053 o0 . .
P, 0.5U sadrzano je u nultom i u prvom harmoniku!

Kada je faktor rezima jednak %2, drugi harmonik je jednak nuli, pa je snaga signala
X(t) koja je sadrzana u nultom i prva dva harmonika takode jednaka 0.4526U?

Elektrotehniékifakultet, Katedra za I T
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Primer, faktor rezima 1/2

Srednja snaga signala x(t) koja se nalazi u prva tri harmonika (tj. éetiri, X ,=X,=0)

P, =P, = Xol +2|X,|" +2|X,[ +2|X,[

2 2 2
P, =h, = 9) +2(Bj +2(£j = 0.4752 xU?

2 T 3

Odnos srednje snage signala u prva tri (tj. prva Cetiri harmonika) i ukupne srednje
snage signala

|:>h3 ~ 0.4752U 2 Vise od 95% ukupne srednje snage signala

P 05U2 =0.9503 sadrzano je u prva tri harmonika!!!
S "

Snaga signala x(t) koja se nalazi u prvih pet harmonika jednaka je

2 2 2 5
Phs=\Xo\2+2\><1\2+2\X3\2+2\X5\2:(%) +2(%j +2(3L,J7J +2(5U7j

P
P, =0.4833xU> = —*=0.9665=96.65%

S

Elektrotehniékifakultet, Katedra za I T
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Primer, faktor rezima 5, znacaj spektralnih komponenata

Periodicna povorka prav. impulsa U = 1, f, = 1kHz, t=0.5ms, 1/T=1/2

x(t) =(U/2)+(2UIr)

Nulti i prvi harmonik

-0.2
0

1.2

1t

0.8-

0.6

041

0.2

ol

i
0.5

1
t[s]

i
15 2

x10°

*cos(2nf,t), visSe od 90% snage

Zbir nultog i prva fri harmonika

1

o
™
T

o o
kS )
T T

o
N
T

2

-
T

o
T

05

X(t) =(U/2)+(2U/r)*cos(2nf,t)-(2U/3r) *cos(2m-3f,t)

Zbir prvih 10 harmonika, viSe od 97.98% snage

o

Zbir prvih deset harmonika

EleKirotennicki 7akuliei, Raiedra za e

1.2

1

0.6
04}
02

ol

-0.2
0

W

0.8

oy

"

n

0.5

1
t[s]
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1.5

2
x10°

Zbir prvih dvadeset harmonika

1.2

1

osf |-

o[ |-

04 - -
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Zadatak 1

[ | |
Posmatra se signal x(t) koga ¢ini periodi¢na unipolarna povorka pravougaonih impulsa periode
T=5ms, vremena trajanja impulsa r (z=T/2) i amplitude U. Vreme pocetka impulsa je t,=- 7/2.

a) Nacrtati oblik amplitudskog spektra signala x(t) i odrediti koliko se spektralnih komponenti
nalazi u opsegu od 700Hz do 1900Hz (navesti frekvenciju svake od spektralnih komponenti).

b) Odrediti srednju snagu signala x(t). Koliki procenat srednje snage signala je sadrzan na

frekvencijama nizim od 550Hz?

z_1 S |X,|= Uz |sin(nzf,r)| U |sin(nz/2)| = Svaka druga komponenta u
T 2 T nzf,r ) nz/2 spektru jednaka je nuli
» Osnovna frekvencija signala jednaka je f, = 1 5—;8 = 200Hz

* Diskretne komponente pojavljuju se samo na celobrojnim umoscima osnovne frekvencije
signala jednake 200Hz (na ucestanostima OHz, 200Hz, 400Hz, 600Hz, 800Hz, ...)

U opsegu ucestanosti od 700Hz do 1900Hz spektralne komponente se nalaze na
ucestanostima: 1000Hz (n=5, peti harmonik), 1400Hz (n=7, sedmi harmonik), 1800Hz (n=9,
deveti harmonik), dok spektralne komponente na 800Hz, 1200Hz i 1600Hz imaju amplitude

jednake nuli.

| e
19

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za
J PMT
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Zadatak 1

0.6

Srednja snaga signala x(t) je

_|
N
|

Spektar snage

sin(nz/2) i
nz/2

U2

S, :‘Xn‘z = 52

Amplitudski spektar signala, |F

Na frekvencijama nizim od 550 Hz nalaze se
nulti harmonik (OHz) i prvi harmonik (200Hz).

Drugi harmonik (400Hz) ima amplitudu
jednaku O.

; 4
-500

Ukupna snaga komponenti na frekvencijama nizim od 550Hz je

P ss0m: _ 0.4526U°
P, 0.5U°

Znaci da komponente na frekvencijama niZim od 550Hz nose 90.52% srednje snage signala X(t).

P 501, = |Xo|2 + 2|X1|2 =0.4526-U° =

=0.9052

Elektrotehniékifakultet, Katedra za I T
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Primer, periodi¢na povorka pravougaonih impulsa, faktor rezima 1/4

r_1 —|X,|= Ur sin(nz foz)| _ U |sin(nz/4)
T 4 nzf,z 41 nrx/4
U U [sin(z/4)] U \/E
== X|=|X |= =) _ Y Ne
S Xl =[x 4| z/4 |z 2
X, =|X _Usin(2z/4)| _ U X, =|X . _Ulsin(3z/4)| _ U V2
4| 2rx/4 27 4| 3rz/4 3r 2
X4=X_4=EM:0 XSZX_SZESin(57z/4):U ﬁ
4| 4rx/4 4| 5rz/4 57 2
+00 1 T/2 U2 U2
Srednja snaga signala x(t) |Ps = > |Xn|2 == j x* (t)dt = L -
=" T ~T/2 T 4

Snaga sighala xig(t) - aproksimacije signala x(t) koja se sastoji od prvih N harmonika

N

N
xap(t):XO+Z_1:2|Xn|cos(27z-nfo-t+<9n) R, = Z| i |X|+22|X|

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za T m—
telekomunikacije, Beograd PMT 21



Zadatak 2

[ | |
Posmatra se signal x(t) koga ¢ini periodi¢na unipolarna povorka pravougaonih impulsa
periode T=2ms, vremena trajanja impulsa t=0.5ms i amplitude U=1V.

a) Nacrtati oblik amplitudskog spektra signala x(t).
b) Odrediti koliki je deo snage signala sadrzan na frekvencijama nizim od 900Hz.

c) Odrediti koliki je deo snage signala sadrzan na frekvencijama od 800Hz do
1800Hz.

Periodina povorka pravougaonih impulsa
A Perioda T=2ms
<« o v « Trajanje impulsa 7=0.5ms
Amplituda U=1V

»
»

—-T—/2 —”If T—1/2 —TI/2 —1/2 /2 TI/2 T—1/2 IT T+1/2 t
L : _ 1 1
Osnovna frekvencija signala jednaka je fo = T oms 500Hz

Diskretne spektralne komponente se javljaju samo na celobrojnim umnoscima osnovne
ucestanosti jednake 500Hz, tj. na frekvencijama nx500Hz, n=0, 1, £2, ...

Flekirotehnicki falulior, Katedra o s
telekomunikacije, Beograd PMT 22



Zadatak 2

Nule anvelope (obvojnice spektra) su na u¢estanostima k/t=kx2kHz, k=%1,+2, ... =
tj. na £2kHz, +4kHz, 6kHz, ...

Drugim re¢ima, nule anvelope nalaze na uéestanostima svakog ¢etvrtog harmonika, pa

su sve spektralne komponente na uéestanostima 4n*500Hz jednake nuli

0.25 T T T T @
: : : : AN

\ ‘ | | |
¢ T | —© amplitudski spektar
\ |

| 3 3 3 | \ 3 — — —anvelopa
o2r SN e S I 1 S T R r 1
111 3 3 3 — ==
. . . . | . . . .
e T4
] 1 D U
G : : : o b : : :
* e x [ Y [sinnz/4)
e | 7" 4] nz/4
‘ ‘ ‘ ‘ Q

Elektrotehnicki fakultet, Katedra za
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Zadatak 2

b) Na ufestanostima manjim od 900Hz postoje komponente:

0.25 T @
-Jednosmerna komponenta, srednja vrednost (n=0) - dle o ampitudsii speiar
U o \\ : — — —anvelopa
Xol=— I B N
. - ‘ 0‘ 4 : : : : ( 1‘ : : ‘
-Prvi harmonik, komponente na £500Hz - elllte
o5 rrrr 1
U |sin(z/4)| U /2 -
x||x 2 UEE ) VN2 e | Il
4| /4 T 2 St A 1 N 1 (T S T
Srednja snaga signala iznosi Ps=U?/4=0.25U2 - 3
P =— =0.25xU"?
4 ‘
) ) ) ) ) fk?-l
Deo snage signala x(t) sadrZzan na frekvencijama manjim od 900Hz o
1
Pooorz =

| X, [ =0.2251°U?% +0.25°U* +0.2251°U* = 0.1638U°
n=-1
-Dakle, na frekvencijama manjim od 900Hz sadrZano je 65.53% (0.1638U2%/0.25U%) ukupne
srednje snage signala. Signal koji sadrzi komponente na ucestanostima nizim od 900Hz, tj. nulti
(DC) i prvi harmonik moZe se opisati sa

X (1) = Xo + 2| X |cos(27 f )
Elektrotehnicki fakultet, Katedra za S —
telekomunikacije, Beograd
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Zadatak 2

c) U opsegu frekvencija [800Hz, 1800Hz] nalaze se:
- drugi harmonik na 1000Hz
- tre¢i harmonik na 1500Hz

UZ
Srednja snaga signala jednaka je P = e =0.25xU"?
Snaga signala u opsegu frekvencija [800Hz, 1800Hz] jednaka je
2 2 2 2 2 2
Por, =X +[X0| +]X,[ +]Xs] = 2|X,[ +2]X,]

. 2 . 2

sin(2xz/4 sin(3z/4

P —2x| Y (27/4) | 5, [USinBZ4) ) _ o 619502
s 4 27/4 4 37/4

U opsegu frekvencija [800Hz, 1800Hz] sadrzano je 24.77% srednje snage signala x(t)

Signal koji sadrzi drugi i tre¢i harmonik signala x(t), tj. komponente na 1000 i 1500Hz
moze se opisati sa

X (1) = 2|X,|cos (27 x 2 fit)+ 2| X [cos (27 x 3 ft)

Elektrotehnicki akultet’ Katedra za I T
/ PMT 25
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