Neodredeni integrali
Integracija racionalnih 1 iracionalnih funkcija
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1 Racionalne funkcije

1.1 Kratak teorijski pregled
1.1.1 Definicija racionalne funkcije

Koli¢nik dva polinoma nazivamo racionalnom funkcijom.

)

Neka su P(x) i Q(x) polinomi tada je f(x) = j racionalna funkcija Ciji je domen

Dy={xeR|Q(x) #0}.

Racionalna funkcija je nesvodljiva ako je NZD(P(x),Q(x)) = 1, inade je svodljiva. Za
svaku svodljivu racionalnu funkciju f postoji nesvodljiva racionalne fukcija g takva da
vazi:

Plx)
Ofx

(Vx € Dy) f(x) = g(x).

dgP > dgQ = f(x) = 5f = S(x) + g, dgR < dgQ

S(x) i R(x) su koli¢nik i ostatak pri deljenju polinoma P(x) polinomom Q(x)
R(x)

Racionalnu funkciju h(x) = 00 dgR < dgQ nazivamo pravom racionalnom funkci-
jom.
Racionalne funkcije oblika = )k i %, b*>—4c¢<0,A,B,C,a,b,ccR, ke N

nazivaju se parcijalnim razlomcima.



Prava racionalna funkcija h(x) = g((jg mozZe se predstaviti na svom domenu kao zbir

parcijalnih razlomaka na slede¢i nacin:

M»

LAy BeerCy
1]=1 )j i=1 j=1 (x2+bix+ci)j

i
gde je

Q(x) =an(x—x1)" ... (x=x)*- (P +brx+c1) - (P bx+cp)
faktorizacija polinoma Q(x) nad poljem realnih brojeva.

1.1.2 Integracija parcijalnih razlomaka

dx
o =Inlx—a|+C

d. 1
f(x,);)ls_ﬁ< ) 1+C k?él
dx _ dx _ 2 N 2x+p
fx2+px+q —f(x+%>2+4quz = \/4qp2arctg< 4qp2> +C
p?—4g<0
4g— 2
R pxdq=2+2hp BB g = (x4 £)24 A

dx
J (2 +pxtq)t k71
Ovaj tip integrala se reSava rekurentnim formulama:

d . .o .
Vi=/[ m, integral Vi dobijamo primenom metode

parcijalne integracije na integral V.

1.2 Zadaci

Zadatak 1. Nacdi sledece integrale:
i) f 2-2 a27 a#0,
2
i) [ x2 S{cxﬂ’

i) [ 555

: g dx
) | Wi ) (2 —dngs)”

v) [ 35



i) 2%5,a#0

1 _ 1 _ A + B
x2—a2 —  (x—a)(x+a) — x—a ' x+ta
A(x+a)+B(x—a) _  (A+B)x+(A—B)a
Iy R S R

1=(A+B)x+Aa—Ba

A+B = 0
Aa—Ba = 1
1 1
AP
d _ 1 d d
2% = w15

= 21—a(ln|x—a| —lInlx+a|)+C =5 ln|x+a| +C

) X2dx
x2—3x+2
x2 — 232432 4 32
xX2-3x+2 x2—3x+2 x2—3x+2
3x—2 _ 3x—2 i‘i‘i _ A(x=2)+B(x—1)
x2=3x+2 (x—1)(x=2) T x—1 -2 7 (x=1)(x-2)
3x—2=A(x—2)+B(x—1)
x=1 = —-A=1=A=-1
X2dx _ dx dx
o5 = Ja= [5G +40 5

= x—Injx—1|+4ln|x—-2|+C

xdx
l”) X3 —3x42

B=3x+2 = x(P-1D-2x—-1)=@x—-Dx*+x-2)
= (-DE—1+x—1)=(@x—1)>*(x+2)

p= (x—l)g(x+2) X 1+( )2+x+2
— A(x—1)(x+2)+B(x+2)+C(x—1)
- (x—1)*(x+2)

x=A(x—1)(x+2)+Bx+2)+C(x—1)



I nacin

x=1

= 3B=1

= B=1%
x=-2 = 9C=- = C:f%
x=0 = —-2A+42B+C=0 = A:%
II nacin
x = Ax—1D(x+2)+B(x+2)+C(x—1)2
= AP +x—-2)+Bx+2)+C(Hx*—2x+1)
= (A+O)x*+(A+B—2C)x+(—2A+2B+C)
A+C = 0 = C = -A
A+B-2C =1 = B = —A42C+1=-3A+1
—2A+2B4+C = 0 = -9A+2 = 0
2 1 2
A=Z, B=-, C=-Z
9’ 3’ 9
xdx _ 2 dx 1 dx 2 dx
fx373x+2 - 9f(x—1)+3f(x71)2 9f(x+2)
27, |x=1]_1_1
= gln|im| -3 +C
. d
W) | A
¥ —dx+d = (x—2)?
¥ —dx+5 = (x—2)%+1
f dx _ f dx
(x2—dx-+4)(x*—4x+5) (x—=2)2((x—2)>+1)
D S Lt
dt = dx t2(r2+1)
_ ft2+1 z2 ﬁ—f di
- t212+1 2+1

—% —arctgt+C

—L —arctg(x—2)+C



xdx t=x* — 1
x8-1 dt = 2xdx 2
24+1—(12—1)

J
= Ll da =
2J 2=1)(#2+1) 1 12+1 47 (£2-1)(12+1)

_ 1 d _ dt —
- 4 —1 t2+1 -

71‘ 1

( ln‘tJrl arctgt) +C
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1 _1 2
= gln|% oo | T garctgx” +

_ 1 _
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h = Jafim= dy — — 21
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X 2% +x _
T X241 +f(x2+x+l)2dx

V=X

224 2x4+2—x—2
+ Sy
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— 1 2x+1 _3
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2
2x+1 . t=x"+x+1 _rdt
| @osmds = { dr=2x+1 [ 717
— 1 —
- _?+C__x2+x+1+c

I / dx / dx 2 y 2x+1+c
— = = ——=darc
1 x2+x+1 (X+%)2+% \/§ 8 \/g

3

11 1\? 3
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e BT, ) A
22 xgl TR
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1.3 Domadéi zadaci

Domaci zadatak 2. Nadi sledece integrale:

i) fxlni%;dx, [3(?+1)ing=2 —x+C]
i) | 55, [R5+l
ii) [ 2dx. |2ain| 3|+ €]

Domadi zadatak 3. Nadi sledece integrale:

) J G [Inx+2) = $inlx+ 1= 3in ]
if) [ et dx. [Lin|x| — Sinx —2| + Binlx— 3| +x+C]
Domaci zadatak 4. Nadi integral [ _Qd(le)Z |:2<11X2) +C}

Domadi zadatak 5. Naci sledece integrale:

i) fj:ssxxztt {%ln o) ‘4‘+a1clgA+C}
i) [ ﬁm, [x+ %arctgxf %arclg% +C]
iii) fﬁﬁdx, {x—i—ln\/T \fa;ctgh I C_
iv) [ 3% dx, {;ln\/’ﬁ + %arctgz'\”/%l +C:
vi) | {ln x—~1+é:§ﬁ |
V) fgf‘mdx. { In%; *:ii + A +m(;§+‘l +C_

Domaci zadatak 6. Nadi sledece integrale:

. dx 2x+1 4 o 2x+1
l) f (x2+x+2)2° |:7(x2 Fx+2) + 7% arctg NG +C
if) f(éz%x)z, [Yarctgd — L fracxx* +4+C]
iii) [ At dx I SV S)

x(x2x+1)277 \/r Txtl 33 6(x24x+1)



2 TIracionalne funkcije

P2 Pk

2.1 Integrali tipa [ R(x, (245) at  (etbye () a)dx

Integrali tipa

Py P2 Pk
ax+b\ a1 [ax+b\ 2 ax+b\ «
/R X, , ey dx,
cx+d cx+d cx+d
a,b,c,d €R, a*>+b*>+c*+d*>#0,

P1,P25---5 Pk EZ7 q1,92;- - -4k GN,
NZD(pl‘,q,‘) =1lzal < i < k,
S€ Smenom

s ax+b
tf=—— 5
cx+d
svode na integrale racionalnih funkcija.

:NZS(ql7q27""qk)7

Zadatak 7. Nadi sledece integrale:
. d
0w

et V2
i) J SRy
iii) I;WE X,

) [ ;%dx,

) f x2+\/)?dx

3/ (x+1)2
fx+\/7+\/7d _ x:t67 t>0
(14 /) - dx = 61°dt
_ Sttt 6.5
= J; 15( 1t+t2t 6r°dt

_ P4341
= 6f ot

3(P+1)+1
= 6J* 1+12 dt

= (ft3dt+f1+[2)
= §t4 + 6arctgt +C
= %\3/?+6arctg{/)?+C

Domadi zadatak 8. Naci sledeCe integrale:

] 6/ 9 3/ 6 1
i) fm, Inx— 3In(Yx+1) — 3n(2y/x — Yx+1) — CH([Q V\ +C}

i1 VX 2 x\/x2—1
i) [ R, ’zz+élnx+'m+6}



2.2 Integrali tipa [ \/ﬁ

Integrali tipa [ —=—— \/ﬁ gde je P,(x) polinom n-tog stepena, n > 1,a,b,c ERia #0
reSavaju se metodom neodredenih koeficijenata:

() dx
= Q0n_1(x)Vax? +bx+c+7L/ ,
vax2+bx+c = Qual Vax2 +bx+c

0O,—1(x) je polinom n — 1 stepena sa neodredenim koeficijentima i A je neodreden
koeficijent.

Zadatak 9. Nadi sledece integrale:
i) [,
142x—x2
i) [x*V/x2+4dx.

dx
Ax* +Bx+C) /1 42x— x2+x/
/\/l+2x x2 ( ) V14 2x —x2
Diferenciranjem prethodne jednakosti dobijamo:
x _ 2

———— = (2Ax+B)V1+2x—

V 1+2x—x2 ( xF ) Fex—x

A 2 B C 2—2x A 1
+ ( Sl ) 2\/1+2x—x2 + \/1+2x—x2

MnoZenjem prethodne jednakosti sa v/1 +2x — x2 dobijamo:
= (2Ax+B)(1+2x —x*) + (Ax* + Bx+ C) (1 —x) + A

x> = =348 + (54 —2B)x* + (2A+3B—C)x+ (B+C+ 1)

—3A=1 = A=-1

SA-2B=0 = B=-2

2443B-C=0 = C=-%¢

B+C+A=0 = Ai=4
dx dx Cx—1

/m:/mzamsmﬁ—l—C
Al = (2 1) F2=2—(x— 1)
f\/ﬁjﬁ = —(IP+x+ ) Vi+ox— x+4fm

= 7(%x2+6x+1—69) V14 2x —x? +4arcsmﬂ+C



Domaci zadatak 10. Nadi sledece integrale:

i) fj% [%m+4/n\x+l+m\+c}
)f\/i;éixﬂ [( IV T2t 2— smmumuc}
NE :/f;j;ffdx {"3*‘4;“” Vo2 T Ax 13 466In| —x—2+v/2 1 4x 13| +C]
i) f\}";%sd [(xsz)\/m+5[n|x+\/m\+C}

2.3 Integrali tipa f mx-+n) ?ic/z)ljz—q—bx—i-c

Integrali tipa

/ Ax+B
dx
(mx+n)kax? +bx+c
A,B,a,b,c,mn € R,A2+B>#0,m#0,a# 0, k € N se reSavaju smenom ¢ =

mx+n

Zadatak 11. Naci sledece integrale:

i) f \/ﬁ na intervalu od (0, +o0),

i) [ ——x
(x+2)2/x242x—5

1
r=1
A
\/xz—x+ dr = %3 Sl \/1 t+t2

_ dt — L[ 2= dt
zf\/l—zﬂz 2<f V1—t+12 Jrf\/lfﬂrzz
~V1—t+2—1imjt—1+ (t—f) +3 ‘+C
BV e S
- 2

2—x4+24/x2 —x+1

o +C

|21 u=v1-—+i
if;dt = du = 2t—1 dt = fdl/l
Vit Vi
= u+C=V1-1+4+C

_f dt —1In

f dt _
Vise e 4
Potl=r—2brplyd—(r-1)43

t=La (=143 +cC

Domadi zadatak 12. Nacdi sledece integrale:

0 [
Y e



ii) dx

x\/x2+x+1,
ey dx
i) | e
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