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1 DIFERENCIJALNE JEDNACINE

1.1 Definicije vezane za diferencijalne jednacine po jednoj promenljivoj

Neka je data funkcija F': D — R za D C R"™. Tada implicitna jednacina
(%) Flr,y,y 9", y™) =0,
po nepoznatoj funkeiji jedne promenljive (za koju postoje razmatrani izvodi)
y=y(x): (a,f) —R
se naziva implicitno zadana diferencijalna jednacina n-tog reda po jednoj promenljivoj x € (o, [3).
Prirodan broj n se naziva red diferencijalne jednacine.
Primer 1.1.

1. Diferencijalna jednacina

y' =3(y) +at —y" =0
je reda n = 3.
2. Diferencijalna jednacina

=) y+y")+ ") +y +y=0
je redan = 1.

Definicija 1.2. Resenje diferencijalne jednacine (%) je svaka funkcija y = y(z) : (o, ) — R za
koju jednakost (x) vazi za svako x € (o, B), tj. (%) predstavlja identitet.

Primer 1.3. Za diferencijalnu jednacinu
jedno resenje je

Takode resenja su
Y= %x2+019€+02
za ma koje realne konstante Cy i Cs.
Definicija 1.4. Opste resenje diferencijalne jednacine (x) n-tog reda je svaka funkcija y = y(z) :
(v, B) — R koja ispunjava implicitnu jednacinu
(xx) O(z,y(x),Ch,...,Cp) =0,
za konstante C, . ..,C,€R, takve da vazi uslovi:
1. funkcija y = y(x) jeste resenje diferencijalne jednacine (x);
2. diferencijalna jednacina (%) se moze dobiti iz implicitne jednacine (xx).
Napomena 1.5. Cesto se umesto implicitno zadane jednacine () razmatra, ukoliko postoji, ekuvi-

valentna eksplicitno zadana funkcija y = y(z) = o(z,Cy,...,C,) (za konstante Cy,...,C, €R) sa
istim uslovima iz prethodne definicije.



Primer 1.6. Za diferencijalnu jednacinu

(1) Flz,y,y,y")=y" =2y +y=0

opste resenje je
y = p(z,Cy,Cy) = Cre” + Coxe”

za ma koje realne konstante Cy i Cy jer za funkciju y = @(x, Cy, Cy) i implicitnu jednacinu
(2) O(x,y,C1,Cy) =y — (Cre” 4+ Coxe®) =0

je ispunjeno:

1. Punkcija y = p(z, Cy, Cy) jeste resenje diferencijalne jednacine (1) ;

2. Diferencijalna jednacina (1) se moze dobiti iz implicitne jednacine (2). Navedeno znaci sledece
da 1z sledeceg sistema uslova:

%q)([]j} Y, Cl7 02) = y/ - (Clex + 02(1 -+ x‘)ex) = 07

2
P Sy, 01, C) = yf' — (Cr* + Co(2 + 2)e?) = 0

dx?

dobijamo sistem po koeficijentima:
Cre® + Cy(1 + x)e* =3/,
Cre* + Cy(2 + x)e” = 3"
5a TeSeNnJIMa:

_yl/ _'_ 2y/ _ x<y1/ _ y/)
633

Cl = ¢1($7y7y/7 y”> = A CQ = %(377 Y, ylv y”> =

Zamenom Cy = 1(x,y,9y',y") 1 Co = Yo(x,y, v, y") u (2) dobijamo:

"n_

-y +2y —x(y
e’ e’

(I)(xayawl(xayaylay,/)awZ(x7yay/7y,/)) =Y—- (

i odatle dobijamo polaznu diferencijalnu jednacinu (1) :
y' =2y +y=0.

Nadalje, u konkretnim primerima, diferencijalnih jednacina n—tog reda ne trazimo proveru opstosti
resenja y = o(x) = p(z,Cq, ..., Cy).

Definicija 1.7. Partikularno resenje diferenijalne jednacine (x) je resenje koje se dobija iz opsteg
za specijalan izbor konstanti.

Primer 1.8. Za diferencijalnu jednacinu

Fz,y,y,y")=y"—1=0
opSte resenje je
1
Y= §x2+01:7€+02

za ma koje realne konstante Cy i Cy, specijalno izborom Cy = 0 1 Cy = 0 dobijamo jedno partikularno
resenje

y=—x".



Definicija 1.9. Singularno resenje diferenijalne jednacine (x) je resenje koje se ne moze dobiti iz
opsteg ni jedan izbor konstanti.

Definicija 1.10. Integralna kriva je svako partikularno ili singularno resenje diferenijalne jednacine (x).

Primer 1.11. Diferencijalna jednacina prvog reda

(1) F(z,y,y) ==z ((y)>+1) — 2yy =0,
1ma opste resenje
? C
2 — [ — J—
2) =y =2+ S
za konstantu C € (—o0,0) U (0, 4+00) i singularno resenje
(3) y=ylz)=u.
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Integralne krive diferencijalne jednacine.

Primetimo da za fiksirano C > 0 i x # C vaZi:

2 C 20
= =—+—>z/> = (z—-0C)>0.
Potpuno analogno za fiksirano C' < 0 i x # C vazi:
2 C 2C
y:y(x):x— —<x/\2’" — (z-C)?2>0.
2C 2 <o

2 C
Samim tim i aritmeticki je dokazano da prava y=x nije element familije parabola y= L 4+~ Na

kraju ovog primera napomenimo da za proizvoljno C € (—o0,0) U (0,00) tacka Mo = (C,C) pripada
2

. C . : : : .
paraboli y = ;—C + 5 tangenta u tacki Mo = (C,C) na parabolu je upravo singularno resenje:

y=ylz) =

Napomenimo da za posmatranu diferencijalnu jednacinu postoji i drugo singularno resenje:
y=ylr) = -

za koje vaze analogni zakljucci.



Definicija 1.12. Za diferencijalnu jednacinu (x) n-tog reda Kosijevo reSenje je ono resenje y = y(z)
koje ispunjava sledece pocetne uslove:

y(fb’o) = Yo,
Y (zo) = Y1,

y " (20) = yp_1;

za unapred zadanu tacku xo € (o, B) @ vrednosti yo,yi, ..., Yn—1 € R. Prethodna lista uslova odreduje
Kosijeve pocetne uslove.

1.2 Metode resavanja diferencijalnih jednacina po jednoj promenljivoj

1. Diferencijalne jednacine I reda - nacini zadavanja

Diferencijalne jednacine I reda se odreduju u implicitnom obliku:

F(z,y,y') =0,

za F: Dy — R za D3 C R® Resavajuéu prethodnu jednacinu po y’, ukoliko je moguée, tada
diferencijalnu jednacinu I reda odredujemo u eksplicitnom obliku:

v = f(z,y),
za f : Dy — R za Dy C R% Dalje, na osnovu zapisa izvoda preko diferencijala
y =
dx’
ukoliko je
P(z,y)
f Tr) = — )
@) Q(z,y)

za neke funkcije P,Q : Dy — R, za Dy CR? i pri tom @Q #0, dobijamo diferencijalnu jednacininu
I reda u diferencijalnom obliku:

P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0.

2. Diferencijalne jednacine I reda - metode resavanja
Navodimo metode resavanja diferencijalnih jednacina I reda u nekim standardnim tipovima.

(¢) Diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive odredena je u jednom od oblika:
1
/
y = f@)gly) <= —— = [fla)g(y) = ——=dy = f(x)dz,
dx 9(y)

za neke funkcije f: Dy — R, g : E; — R, za neke intervale Dy, E; C R i g(z) # 0. Ova
diferencijalna jednacina svodi se na direktnu integraciju

/ﬁ dy :/f(x) dz.

Zadatak 1. Resiti diferencijalnu jednacinu:



Resenje. Vazi:

eeV — yedey::Ee””de.

/yedey = /yedey

dobijamo opste resenje u implicitnom obliku

Odatle integracijom

eV’ =e” + C,
za neku realnu konstantu C'. Opste resenje u eksplicitnom obliku je dato sa

y = ++/In(e**+ C). O

(¢¢) Homogene diferencijalne jednacine odredene su u eksplicitnom obliku:

/i),

za neko f:D; — R i za neki interval D; C R. Resavaju se smenom

u="2 — y=ur = y =u'r+u,
x

preko pomoéne funkcije u = u(z), svodeéi je na diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive.
Drugo odredenje homogene diferencijalne jednacine je sa diferencijalnom jednacinom u diferenci-
jalnom obliku:

P(l‘, y)dl’ + Q(ZL‘,y)dy =0,

pri éemu za funkcije P, Q: Dy — R, gde Dy C R? se trazi da je ispunjen uslov homogenosti
P(Az,Ay) = A"P(z,y) i Q(Az,Ay) = \"Q(x,y).
za neki prirodan broj n.
Zadatak 2. Resiti diferencijalnu jednacinu:
(2% — 3y*)dx + 2zydy = 0.

Resenje. Funkcije P(z,y) = 2% — 3y? i Q(z,y) = 2zy jesu homogene stepena homogenosti n = 2.
Samim tim dobijamo

(1) (2?2 — 3y?)dx + 2xydy = 0 /:dex
2 d
2) — 1—3@) 22y
x x dx
2
Y
3) — == p(2) _3) -
dx x 2Y
x
Za y = y(x) funkcija u = u(z) = @ odreduje smenu
(4) u:% — y=uzrx = y =dvr+u



i odatle zakljucujemo da se jednacina (2) moze smenom (4) svesti na oblik diferencijalne jednacine
koja razdvaja promenljive

1—3u?+2u (v +u) =0

1 —3u? 4+ 2uzu/ +2u?> =0

du
Qur— =u? —1
uxdx U
2u

u? —1

=
— Quzru’ = u? — 1
=
=

du = ldx
x
= Inju?—1] =Inlz|+ C,

za neku realnu konstantu C. Neka je C' = In(C, za C; > 0, tada nalazimo opSte resenje polazne
diferencijalne jednacine u implicitnom obliku:

In|u?—1] =Inl|z| +1InCy

— u? —1=Cr
2
X
— y? —x? = Cix3.

(247) Uopstene homogene diferencijalne jednacine odredene su u eksplicitnom obliku:

' arr + by + ¢
y s +byy + ¢y )’

za neko f:D; — R i za neki interval D; C R za neke realne konstante a2, by 2, ¢12. Razlikujemo:

1. Ako je:
aq bl
a9 b2

7£O7

uvodi se smena:
r=u+h, y=v+Ek,

gde je v = v(u) pomoéna funkcija i h, k brojevi koji su resenja sistema:
a1h+ blk +c = O,
agh -+ bgkf + cy = 0.
U tom slucaju posmatrana diferencijalna jednacina se transformise u jednostavniji eksplicitni oblik:
o f(alu + blv) |
astt + byv

e 1 .. . .. . . e v
sto je diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive i reSava se sa smenom w = —, odakle nala-
U

zimo v’ = v, = wiu + w.



2. Ako je:

a; by .
a9 bg o O’
uz dodatnu pretpostavku a; #0, uvodi se smena:
u=aixr+ by

gde je u = u(x) pomoéna funkcija. U tom slucaju je v’ = u), = a; + b1y’ i posmatrana diferencijalna
jednacina se transformise u eksplicitni oblik diferencijalne jednacine koja razdvaja promenljive:

U+
"= b — .
U ap + 1f<“—2u+02>

Zadatak 3. Resiti diferencijalne jednacine:

(7)

,  Adr—y—1
pr—t
(é4)
,  rt+y+1
Y o Srvsy+ 1
Resenje. (i) Na osnovu 1 _} ‘ = 3 # 0 neophodno je uvesti smenu

r=u+h, y=v+k,

za neke funkcije v = u(x) i v = v(y) i neke realne konstante h i k koje naknadno odredujemo. Ako su
h i k konstante, onda mora biti u = u(z) i v = v(y). Primetimo

, o, dy _dv+k) dv
YoY% = T duth)  du eV

Samim tim

, Au+h)—(v+k)-1

—— <—~ U =

—r+y—2 —(u+h)+(v+k)—2
du—v+(dh—k—1)
—u+v+(—h+k—2)

Resavamo prethodnu diferencijalnu jedna¢inu pri izboru realnih konstanti h i k takvih da

4h—k—-1=0,
—h+k—2=0;

= v =

tj. za
h=1 1 k=1.
Za takav izbor konstanti diferencijalna jednacina
,  Au—w 4—=

(O — —=
Yo—utv 142

jeste jedna homogena diferencijalna jednacina koja se reSava smenom

odakle nalazimo



Samim tim dobijamo diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive

, 4u — v , 4u — wu
v, = — wutw=-———
—Uu+v —Uu + wu
, 1( 4 —w )
= wl, = — —
u \—14+w
dw 1 4 — w?
du u w-—1
w—1 1
4_w2dw:adu
Integracijom
w 1 1
/4 wzdw /4_w2dw—/4_w2dw—/adu
= —§ln|4 w? il ’2+w = In|u| +InCy,
za neku konstantu C4 >0, nalazimo
(2= w)(2 + w)® = —
(Cru)t

Konaé¢no, dobijamo opste resenje polazne diferencijalne jednacine
Ci(4z*—8x—y*+6y—5)(2z+y—5)=1.
(17) Opste resenje posmatrane diferencijalne jednacine je dato sa

3y+tx+In|lz+y|=2C,

za neku realnu konstantu C'. O

(iv) Linearna diferencijalna jednaéina je diferencijalna jednacina oblika® :

(*) Y + P(x)y = Q(x),

za neprekidne funkcije P,@: D; — R za neki interval D; C R. Ako je Q(x) = 0 za svako = € Dy,
tada se radi o homogenoj linearnoj diferencijalnoj jednacini I reda. Inace ako je Q(z) # 0 za neko
x € Dy, tada se radi o nehomogenoj linearnoj diferencijalnoj jednacini I reda.

Formula opsteg resenja je data sa slede¢im tvrdenjem.

Teorema 1.13. Opste resenje linearne diferencijalne jednacine

(*) y' + P(x)y = Q(z),

gde su P = P(x) 1 Q = Q(x) neprekidne funkcije nad intervalom Dy C R, je dato formulom:

y= <0 + / Q) el d%m») e

*)koji nije formalno eksplicitni oblik




Posebno za Kosijev pocetni uslov
y(xo) = yo,
za ma koju tacku xo € Dy 1 fiksiranu vrednost yo €R, Kosijevo resenje je dato formulom:

Dokaz. Razlikujemo dva slucaja:
(i) Q(x)=0: Vazi
/

y+me:o=:-%=—mw

= lny= —/P(x) dx+InC (C' — const.)

— y— Ce_/P(x)dm7
za neku pozitivnu realnu konstantu C.
(17) Q(z) # 0: Mnozenjem
P(x)dx
y + Pla)y = Qa) [/ 7

zakljucujemo
y, ) e/P(:v)dm + P(ZL’) Y- e/P(m)dm _ Q(l’) ) e/P(:v)d:v
— y, ) e/P(x)da: + Y- e/P(x)da:P<x) _ Q(.T) . e/P(a:) dx i /P(x)dx ( /P )
— <y e/P(J:)da:>l _ .T e/P(at)dx
-

/ /P(x) ¥ dr 4+ C (C' — const.)

C+/Q ) eF@ i g )

za neku realnu konstantu C'. Evidentno je da Kosijevo resenje koje ispunjava zadati pocetni uslov
dato formulom i i
- /P(J:) dx —/P(J:) dx
y = y0+/Q(x)ezo dr |-e o
Zo

Drugi metod za odredivanje Kosijevog resenja je da se odredi konstanta C' iz opSteg resenja tako da
je ispunjen pocetni uslov y(zg) = yo. |

Zadatak 4. Resiti diferencijalne jednacine:
(¢)
;1
y +—y =3,
X
(i)
2ydx + (y* — 22)dy = 0.

Resenje. (i) Za funkciju P = P(x) = % : Dy — R za neki interval D; C R\{0} i za funkciju
Q = Q(x) =3z : D; — R prema formuli opsteg resenja

9



1 1
y = <C+/Q(:U) e/P(m)dxdx> e_/P(x)d$ = (C—l— /3:1: 6/; dxdx) e_/EdJC
1
_ (c+/3mlnlxldx) el _ (C+/3x|x|dx) L= (O )
|| ||

pri ¢emu x#0. Napomenimo da se jednakost /3:c|3:\ dx = |z|> +Cy (gde je C) — const.) jednostavno

proverava razlikovanjem slucajeva u zavisnosti od znaka x nad intervalom koji ne sadrzi nulu i nad
kojim se razmatra ovaj integral.

(17) Polazeéi od diferencijalnog oblika
2ydz + (y* — 2%)dy = 0

moguca su dva ekvivalentna eksplicitna oblika

y,:@_ 2y
T ode —y? 422
i
Yoody 2y
2 — 2
_ 2yt 1y
2y Y 2
~ (e ()
Rfy—’ ~—
P(y) Q)

Drugi oblik diferencijalne jednacine jeste primer linearne diferencijalne jednacine po funkeiji z = z(y).
Po formuli opsteg resenja

le‘(y): C+/Q(y)e/P(y)dydy> ‘6*/P(y)dy

(e / (-1).] (—i)dydy> )

g C+/(— %) 61n|ydy> .eln‘y|
L[y

=(c--[]2La
2/|y| y)\y\
1

=(c =3y

1
- C|y| - §y27

pri ¢emu y # 0. Napomenimo da se jednakost /% dy = |y| + C1 (gde je Cy — const.) jednostavno
Y

proverava razlikovanjem slucajeva u zavisnosti od znaka y nad intervalom koji ne sadrzi nulu i nad
kojim se razmatra ovaj integral.

10



Zadatak 5. Naci Kosijeva resenja sledeéih diferencijalnih jednacina:
(i) )
Y-y =3z, y(2) =1
(i)
2udr + (y* — 22)dy =0, y(1) =2
ResSenje. (i) Zamenom u opste resenje iz prethodnog zadatka

yzmwz(c+m%§T

nalazimo vrednost konstante y(2) = 1 <= (C + 8) % =1 <= C = —6 i time Kosijevo resenje
P -6
y=y() =00 oz

]

(74) Zamenom u opste resenje iz prethodnog zadatka
1
v =a(y) = Cly| - 3v°
3
nalazimo vrednost konstante y(1) = 2 <= 2(2) = 1 <= (2| — %|2|2 =1« C= > i time
Kosijevo resenje

3 1
v=a(y) = 3lyl - 5v°  y#0.

(v) Bernulijeva diferencijalna jednaéina je diferencijalna jednacina oblika®:

() Yy + P(z)y = Qx)y",

za neprekidne funkcije P, ): D; — R za neki interval D; C R, gde je () ne-nula funkcija i pri tom
acR\{0,1}.

Teorema 1.14. Bernulijeva diferencijalna jednacina:

() Yy + Pz)y = Qx)y”,

za neprekidne funkcije P,Q: Dy — R za neki interval Dy C R, gde je Q) ne-nula funkcija v pri tom
aeR\{0, 1}, smenom:

1 —
r=zw) =y =L = =y =y
y* y*
se svodi na linearnu diferencijalnu jednacinu:
() 24+ (1—a)P(x)z=(1—-a)Q(x).

Dokaz. Za a € R\{0, 1} vazi:
Y+ Pa)y=Qx)y/ y* = %+P@M1”:M@-

/
Uvodedi smenu z = z(z) = y'~* dobijamo 2/ = (1—a)y %y = (1-a) 5—@, ¢ime se polazna Bernulijeva

diferencijalna jednacina svodi na linearnu diferencijalnu jedanacinu:
/

z
L P(0): = Q) = #+(1—a) Px) 2 = (1-0) Q(a),
l—« ——— ———
Py(z) Q1(x)
sa neprekidnim funkcijama Py, QQ1:D; — R za neki inter\lfal D; CR. 1 [

*)koji nije formalno eksplicitni oblik
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Napomena 1.15. Nalazeéi opste resenje z = z(x) linearne diferencijalne jednacine (xx) i vracéajuéi

smenu z =y~ nalazimo y=1vy(x) :z(x)ﬁ kao opste resenje Bernulijeve diferencijalne jednacine (x).

Zadatak 6. Resiti diferencijalne jednacine:

(7)

/ xz .
YT aY= /Y,
(i)
2ydr + (x — %:pgy)dy =0.

Resenje. (i) Posmatrana diferencijalna jednacina

X
y+—=y=__y"

1—=x ~~
— Q(w)
P(x)

jeste Bernulijeva diferencijalna jednacina po funkciji y = y(z) sa parametrom o = 1/2. Samim tim
posmatrana Bernulijeva diferencijalna jednacina se resava smenom

lI-a 1-1/2 _

z=z(z) =y =y yr=\fy = y=2°

svodenjem na odgovarajucu linearnu diferencijalnu jednacinu. Zaista

Loy=ai = () g =

!
yr 1— 22

222’—1—1 x z2:xz/:z
— X

<

X
— 22'+1_x2z:x/:2
<~

Prema formuli opsteg resenja

z=z(x)= C+/Q1(:E) e/Pl(lB)d!L'dx> e—/Pl(g;)dg;

— o+ 56/2(1—@2) dxdx> 67/2(1—#) d

I

Q
+
—
ol &

1 2 1 2
e—Zln\l—x dl’) 611n|1—a} |

_ C«+/f€ln<1/|\4/1—m2)dx> eln|\4/1—x2\
2
_ z 1 ) —(_
= C+/2 mdw) V1—a? reD;=(—-1,1).

12



Dalje, za x € D;=(—1,1) nalazimo

1— 2
z=2z(x)= C—% %d:ﬁ)‘ll—xz

—(c- 17(1_962)4)(1 ek

1 1
=C(1—a%)7— (1 —a?).
Samim tim, na osnovu y = 2%, nalazimo opste resenje Bernulijeve diferencijalne jednacine
1 1 2
y=y(z)=(C (1 —x?)4*— 5(1 —x?) |, zeD=(-1,1).
(17) Polazeéi od diferencijalnog oblika

ydx + (x — %:pgy) dy =10

moguca su dva ekvivalentna eksplicitna oblika

, _dy Y
T dr 1 3
x—i—2xy
1
L 3
x/_d_x_—x+§xy
Yoo dy Y
11,
=——x+ -z
Yy +2

Drugi oblik diferencijalne jednacine jeste Bernulijeva diferencijalna jednacina po funkciji z = z(y) sa
parametrom o« = 3. Samim tim posmatrana Bernulijeva diferencijalna jednacina se resava smenom

_ _ _ 1 1 _1
z=z2y)=2"""=2'PF=0== —= r=-——=72

x? N

, 1 14 (_1)’ 1(_;) 1(_1
T+ -r==-x <~ 272+ —lzT2) ==z 2

Y 2 Y 2 )
1z_§ Sl 1z_§/ 3
——> — 2 — 2 = — 2 N 2
2 Y 2
1 1
= -4+ -z== (——)
2 + Yy 2 / 2
, 2
— J+|-=]z=(-1
Yy ~——



Prema formuli opsteg resenja

2= 2(y) = C+/Q1(y) 6/Pl(y)dydy>e/Pl(y)dy

_ C+/(—1) 6/<§)dydy> 6*/(’%)013/

= C_/€—21n|ydy>621n|y
_ C_/eln(l/gﬂ)dy>elny2
_ 0_/%@)%
(et

=Cy*+y.
. . 1 . . .. .. . .. . ..
Samim tim, na osnovu x = 7 nalazimo opste resenje Bernulijeve diferencijalne jednacine
z
1
rT=x(Y) = —. O
W) Cy>+y

(vi) Rikatijeva diferencijalna jednacina je diferencijalna jednacina eksplicitnog oblika:
() y' = P(2)y* + Q(z)y + R(x)

za neprekidne funkcije P, @, R: D; — R nad domenom nekim intervalom D; C R, gde su P i @
ne-nula funkcije. U opstem slucaju se ne resava u kvadraturama, tj. u kona¢no mnogo koraka inte-
gracije.

Teorema 1.16. Neka je
Yp = Yp(2)
jedno partikularno resenje Rikatijeve diferencijalne jednacine

(%) y' = P(x)y* + Q(z)y + R(x)

za neprekidne funkcije P,Q, R: D; — R nad domenom nekim intervalom Dy C R, gde su P i Q)
ne-nula funkcije. Smenom

(W)= = y=y+ -
2 =zT)= Y=Y T 7
Y= Yp Pz
Rikatijeva diferencijalna jednacina (x) se svodi na linearnu diferencijalnu jednacinu
(xx) 2+ (2pr(:p) + Q(x))z = ( - P(ZL‘))
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Dokaz. Neka je y, = y,(z) jedno partikularno resenje Rikatijeve diferencijalne jednacine, tada za
funkciju y, = y,() je ispunjeno

(%) y, = P(@)y, + Q(z)y, + R(z).

Neka je z = z(z) funkcija takva da je z = z(z) = . Tada na osnovu

y_yp

Z/

1 / /
Yy=%ht, = Y=Y%h " 5

zakljucujemo

2 2

=% =P (1) 00 (1) R

T —— —

y? y
) 2 1\’ 1
o P@yy + Qly, + Blz) =7 = P@) (g + 2 | + Q@) (s + | + E(2)
Yp

, ! 1 1 : 1
— P(2)y; + Q(x)y, + R(x) — i P(z)y; + 2P(x)yp; + P(az); + Q(x)y, + Q(SL’); + R(x)

/

z 1 1 1 (2
=~ =2P(@)y, + Pla) 5 + Qo) /=)
— = -2P(x)y,z— P(z) — Q(x) z
— 7 +\(2P(x)yp + Q(x))Jz = \( — P(ZL‘))J
Py(a) Qs(a)
sa neprekidnim funkcijama Py, QQ2: D7 — R za neki interval D; C R. [

Napomena 1.17. Nalazeéi opste resenje z = z(x) linearne diferencijalne jednacine (xx) i vracajuci

smenu z = nalazimo y = y(x) = y,(x) + — kao opste resenje Rikatijeve diferencijalne

Y= Yp 2(z)
jednacine ().

Zadatak 7. Resiti diferencijalne jednacine:

(4)

trazeéi partikularno resenje u obliku y, = A/x za A € R;
(i)

dr + (2* —y* — 1)dy = 0,
traZeci partikularno resenje u obliku x, = By za B € R.

Resenje. (i) Posmatrana diferencijalna jednacina

/

Y =2+ =

1
2Y * 222’
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jeste Rikatijeva diferencijalna jednacina po funkciji y = y(x) i pri tom se zna oblik partikularnog
reSenja y, = A/x za A € R. Prvo odredujemo konstantu A na osnovu

/

BRI (A)’_l(A>2+ 1
=% T o2 r) 2 \x 222

A 1A% 1 )
= —h=yatas/ %

— —24A=A%2+1

— (A+1P2=0 = A=-1.

Samim tim partikularno resenje je funkcija
1

Yp = _;-

Znajudi jedno partikularno resenje y, posmatrana Rikatijeva diferencijalna jednacina se reSava smenom

1 1 1
z = = Y=Yt -—=—-+-
Y — Yp z x z
svodenjem na odgovarajucu linearnu diferencijalnu jednacinu po funkciji z = z(z). Zaista
,_12+1 <1+1>/_1( 1+1>2+1
¥y =39 2x2 r  z) 2 Tz 2x2
1 +(z—1)’—1<1 2 1>+ 1
x2 2 \a2 zz o 22 2x2
1 L2 11 1 1 11
x2 222 xz 222 222
< _Z_QZ, _i L ( i)
zz 222 22
11
= ="z
x 2
+(3) =)
— z4+|——)z=|—z
x 2
N——
Pa(x) Q2(x)

Prema formuli opsteg resenja

2=x@)= 0+ [/ dxdx> e

—(c- l/elnu/undx) ¢nla]
2

= C’—1 ialx>|x|

2 |zl
|z|

1
- (0 ~ 5 |x|>|x| = Cla| - S Inlal.
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o 1 1 1 . . e Tyl s . .. . ..
Samim tim, na osnovu y = y,+—- = ——+—, nalazimo opste resenje Rikatijeve diferencijalne jednacine
z r oz
1 1
Clz| — Y In |z|

(17) Polazedi od diferencijalnog oblika
ldx + (:EQ—yQ—l)dy:O
moguca su dva ekvivalentna eksplicitna oblika
e

,_d:ﬂ_ﬂ:Q—yQ—l

.[L'y—d—y— 1

=—2?+y*+1

= 1,= (—l)xz + (O)x + (y2+1) :
SN~ ~~~ ——
P(y) Q(y) R(y)
Drugi oblik diferencijalne jednacine jeste Rikatijeva diferencijalna jednacina po funkciji * = x(y)
i pri tom se zna oblik partikularnog resenja x, = By za B € R. Prvo odredujemo konstantu B na
osnovu

(zp), = =22 +y* +1 (By), = — (By) +y*+ 1
B2 +4y*+1-B=0

(1-B%)y?+(1—B)=0

111171

(1-B)(B+1)y*+1)=0 = B=1.
Samim tim partikularno re vsenje je funkcija
zp, = xp(y) = By = y.
Znajudi jedno partikularno resenje x,, posmatrana Rikatijeva diferencijalna jednacina se resava smenom

1

T — Tp

1 1
z = — $=$p+—:’y+—
z z

svodenjem na odgovarajucu linearnu diferencijalnu jednac¢inu po funkciji z = z(y). Zaista

1\/ 1\2
e I ) e (A
Yy
1 1
= 1+(z’1)/:—y2—2y;—§+y2+1
z! 1 1 2
e v _9 1 [(-)
22 yz 22
— zl =2yz+1
<

24+ (=2y)z= (1) .
S—— ~~
P2 (y) Q2(y)
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Prema formuli opsteg resenja

2= 2(y) = C+/Q2(y) 6/Pz(y)dydy>e/Pz(y)dy
_ C+/(1) e/(2y)dydy>e/(2y)dy

= C+/e_y2dy>ey2.

oL 1 . . e . . . .
Samim tim na osnovu x = y + —, nalazimo opste resenje Rikatijeve diferencijalne jednacine
z

1

r=x(y) =y + :
<C’ —|—/e_y2dy> ev?

Napomenimo da integral / e dt nije elementarna funkcija. O

(vii) Langranzova diferencijalna jednacina je diferencijalna jednacina oblika:

y =y )r+Y(x),

za neprekidne funkcije ¢, 1: D; — R za neki interval D; C R. Neka je ¢(p) # p. Tada posmatrana
diferencijalna jenacina se resava pomocu funkcije:

r = x(p)

smenom:
p=vy A dy=pdyx=pa,dp.

Zaista
dpy = dp(p(p)z + ¥(p)) = (¢, (p)x + (p)x), + V) (p))dp = p ), dp

o ¢p(p) e ¥, (p)
P o) —p o) —p

Ako je ¢(p) = p tada postoji singularno resenje:
y=p-z+9(p)

3. Diferencijalne jednac¢ine n-tog reda

Diferencijalne jednacine n-tog reda se odreduju u implicitnom obliku:

F('Z‘7 y? y/7 st 7y(N)) - 07

za F' @ Dyio — R, za D, 5 C R, Diferencijalne jednacine n-tog reda, za n > 2 nazivamo
diferencijalnim jednac¢inama viseg reda.

Nadalje od diferencijalnih jednacina viSeg rada razmatramo samo linearne diferencijalne jednacine u
sledecoj sekciji.
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4. Diferencijalne viSeg reda - metode resavanja

(¢) Linearna diferencijalna jednacina n-tog reda je diferencijalna jednacina

(%) y™ a2y 4 an(2)y = fla),
gde su ai,...,a,, f : Di —> R neprekidne funkcije nad nekim intervalom D; C R. Ako su
a; = ay(x),. .., a, = a,(x) konstante tada (x) je linearna diferencijalna jednacina sa konstantnim ko-

eficijentima, u protivnom je sa funkcionalnim koeficijentima. Ako je f(x) = 0 diferencijalna jednacina
(%) je homogena linearna diferencijalna jednacina, a ako je f(x) # 0 diferencijalna jednacina (x) je
nehomogena linearna diferencijalna jednacina.

(i) Homogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda je diferencijalna jednacina:
() Lly] = y™ + ai(x)y"™ Y + ..+ an(x)y =0,

gdesuay,...,a,:D; — Rneprekidne funkcije nad nekim intervalom D; C R. ResSenje diferencijalne
jednacine (x)y dato u obliku nula funkcije

y=ylr)=0
se naziva trivijalno resenje. Funkcije yi(x), y2(x), ..., yn(x) definisane nad nekim intervalom D; C R
su linearno zavisne ako postoje realne konstante ci,...,c, takve da ¢ + ...+ 2 # 0 i da vazi

(Vz € Dy) cryi(z) + ... + cpyn(x) = 0. U suprotnom su linearno nezavisne. Neka je dato n funkcija
y1 = y1(x), ...,y = yo(x), tada determinanta

o
W(yts. oo yn,x) = ylzx nyx yn:x
W) @) e )

se naziva determinanta Vronskog. Vazi tvrdenje:

Teorema 1.18. Neka su y1 = y1(2),...,yn = Yn(x): D1 —> R za neki interval D1 C R resenja
homogene linearne jednacine L,[y] = 0. Tada je ili

(Ve € D)Wyt ...,yn) # 0 @ funkcije y1 = y1(z), ..., Yn = yn(x) su linearno nezavisne

ali

(Ve € D) W(yr,...,yn) = 0 1@ funkcije y1 = y1(), ..., Yn = yn(x) su linearno zavisne.

Teorema 1.19. Neka suy; = y1(z), ..., yn = yn(x): D1 —> R za neki interval Dy C R resenja ho-

mogene linearne jednacine Ly,[y| = 0 i ako su funkcije y1 = y1(x), ..., yn = yn(z) linearno nezavisne,
tada je opste resenje date jednacine

Yy = Clyl(x) +.oF Cnyn(x)a

za x € Dy 1 gde su cy,...,c, proizvoljne realne konstante.

Neka su y; = y1(x),...,yn = yn(x): D1 — R za neki interval D; C R reSenja homogene linearne
jednacine L,[y] = 0 koja su linearno nezavisne, tada yi,...,y, nazivamo fundamentalni sistem
resenja.

Teorema 1.20. (Liuvilova formula) Ako je y; = yi(x) jedno netrivijalno resenje linearne difere-
ncijalne jednacine , )
Laoly] = y" + p(x)y" + q(x)y = 0,

za neke funkcije p,q : D1 — R za neki interval Dy C R, tada funkcija:

e—/p(a:) dx

dx
yi(x)

Y2 = v2(7) = yi(x)
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predstavlja drugo partikularno resene diferencijalne jednacine Ls[y] = 0 koje je linearno nezavisno
od yy = y1(x). U tom slucaju opste resenje diferencijalne jednacine Lo[y] = 0 je dato sa

y = cyi(x) + caya(w)
za ma koje realne konstante ¢y, cs.
Prethodno tvrdenje dokazujemo sa slede¢im tvrdenjem.
Teorema 1.21. (1) Neka je data homogena linearna diferencijalna jednacina
Lolyl = y" + p(x)y’ + q(z)y = 0,

za neke funkcije p,q : D1 — R za neki interval D; C R. Ako je dato jedno netrivijalno resenje
linearne diferencijalne jednacine

Y1 =0 (l’),
tada jedno drugo resenje linearne diferencijalne jednacine je oblika

Y2 :Zh/Udl’,

za funkciju
(2) Resenja

su linearno nezavisna.

Dokaz. (1) Ako trazimo jedno drugo resenje u obliku y, = y; / udx, tada:

yz—y1/udw

Yy = Y} /u dz + y1u

Yy = yi’/u dx + 2yju + .

I

I

Samim tim

Yo +p(x)yh +q(x)y2 = 0

— yi’/u dr + 2y u + v’ + p(x) (y’] /u dx + 1 z/) + q(x) (y1/u dm) =0
= (Y +p@)y; +q(@)y) [ude + 2yu+ yiu' + p(r)yu =0
(=0)
= 2yu+pla)ypu=—yu [
u
= 2 +p@y = [T
/ /
— 284 pz)= -2,
Y1 u
Integracijom
o yi e—/p(a:) dx
— =24 —pr) = u=-—F—
u hn Y1
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2. Na osnovu ¢injenice da formula

ef/p(m) dx
Yo=Y | — 5~
yi()

ne daje linearnu zavisnost y, =y, r za neki realan broj r € R, odatle sleduje navedeni zakljucak. m

dx,

Zadatak 8. Resiti diferencijalne jednacine:
(2)
y" =6y +5y=0
znajuéi da je jedno partikularno resenje y; = yi(x) = €”;
(i)
vy + 2y —wy =0,
trazeci partikularno resenje u obliku y, = y1(z) = %" 2a a€R.
Resenje. (i) Bududi da se zna jedno netrivijalno resenje y3 =y (x)=e" diferencijalne jednacine
1 _6 / :0
Y. Y+ 5y
p(z) q(z)

drugo linearno nezavisno resenje ys =ys(x) je odredeno Liuvilovom formulom

ef/p(r)d:v /
y2=y2($):y1(l’) Wdl’ e” ( —d:v—e dx——

Samim tim, opste reSenje je dato sa

1
Yy = c1y1 + C2y2 = c1€” + 62165‘”

za neke realne konstante ¢y i ca. Funkcije y; = €%, ys = € predstavljaju fundamentalni sistem resenja
posmatrane diferencijalne jednacine.

(17) Odredimo vrednost a € R tako da je y; = y1(x) = e resenje. Vazi
zyi + 2y —xyr =0

= a(z%”)" +2(z%") — x(x%e”) =0

= z(arte*+a%e”) + 2(az®le +a%”) — x(z%") = 0

— z(a(a— 1)z 2" +2az" " +a%€") + 2(az"te”+a%e") — z(z%") =0
— z(a(a— 1)z +2az" " +2%) + 2(az* ' +2°) — z(2*) =0

— (a(a — Dz +2ax+2") + 2(az" " +2) — (2*7) =0

< ala—1)2* 1 4+2a2% + 2421 +22% = 0

— (a(a—1)+2a)z* '+ (2a+2)z* =0

— (a®+a)z" ' +2(a+1)2* =0

> (a+1)(az"4+22%) =0

— a=-1.
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Samim tim jedno (netrivijalno) partikularno resenje je

Y1 = yi(@) = 2%” = =,
x

pri cemu x#0. Polazeci od diferencijalne jednacine
2y’ + 2y —axy =0

zapisane u normiranom obliku

q(z)

drugo linearno nezavisno resenje yo =ys(x) je odredeno Liuvilovom formulom

e—/p(a:) dx

Y2 = y2(x) = yn(x) dx
yi()
2
= — 5 dw
x e’
(%)
ot e—21n|a:|
= ? 2 T
22
1
z 1,12
S
x (&
22
xT
=S e
x
e® 672:1:
S ( —2 )
e—m
N 2
Samim tim, opste reSenje je dato sa
€T e—:c
Yy=cy1+CY2=C— —C——,
T 2z

xT —T
za neke realne konstante ci 1 co. Funkcije y; = 6—, Y2 = 62— predstavljaju fundamentalni sistem resenja
X X

posmatrane diferencijalne jednacine. a

(i¢¢) Nehomogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda je diferencijalna jednacina

() Loyl = y™ + ar1()y" 4+ .+ an(2)y = f(2),

gde su ay, ..., a,, [: Dy — R neprekidne funkcije nad nekim intervalom Dy C R i f(z) # 0. Vazi
opste tvrdenge:
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Teorema 1.22. Neka je data nehomogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda
(%) Laly) = y™ + ar(@)y" Y + ..+ an(2)y = f(2),

i odgovarajuc¢a homogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda

(4 Lyly] = y™ + ar(x)y"™ Y + ..+ an(x)y =0,

gde su ay,...,a,, [ : Di — R neprekidne funkcije nad nekim intervalom Dy C R i f(z) # 0.
Ako je y, = yp(x) partikularno resenje nehomogene linearne diferencijalne jednacine (x) i ako je
yn = yn(x) opste resenje homogene linearne diferencijalne jednacine (%), tada opste resenje polazne
diferencijalne jednacine L,[y| = f(zx) je dato sa

y =y(x) = yp(z) + yn(2),
zax € Di.

Teorema 1.23. Neka je data nehomogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda

(+) Lalyl = 4™ + ar(x)y"™ Y + ..+ anl2)y = f(2) = fil@) + .. + fil2),

gde su ay, ... ,an, f1,..., fr : D1 —> R neprekidne funkcije nad nekim intervalom D; C R i neka je
fx)=fi(z)+... + fu(x) #0. Ako je y,,=yp, () partikularno resenge linearne diferencijalne jednacine
Ly[y1] = fi(x), ..., Yp, = Yp, (x) partikularno resenje linearne diferencijalne jednacine Ly[yx] = fi(z)
respektivmo, tada je

Yp = Yp1 + o T Yp,

partikularno resenje polazne linearne diferencijalne jednacine L,ly] = f(x), za x € Dy .

(iv) Metoda varijacije konstanti za nalazenja partikularnog resenja L,[y] = f(x)

Teorema 1.24. Neka je
Yn = Cly1<x) +.o Cnyn(x>7

opste resenje homogene linearne diferencijalne jednacine L,[y] = 0. Tada opste resenje nehomogene
linearne diferecijalne jednacine L,[y] = f(x) koje je dato sa

y=y(r) =Ci(x)yi(z) + ...+ Colx)yn(z),
gde su Cy = Cy(x),...,C, = Cy(x) funkcije takve da vazi
() + Ch@)we(z) + ...+ Ch@)y(z) = 0, )
Cim)yi(x) + Ch@wh(x) + ...+ Ch@)yh(x) = 0,
Cl@)y" (@) + Gy (@) + ..+ G @) = 0,
| Cil@)y" V(@) + Gy V@) + .+ O @)e) = f(a). )

Napomena 1.25. Sistem (xx) nazivamo sistemo varijacije konstanti i on se resava kao linearan
sistem po nepoznatim funkcijama Ci(x),...,Cl(z). Odatle

Ci(x)=C] + /C’{(:p) dz,...,Cy(z) = C) + /C’,’l(x) dx,

za realne konstante C7, ..., C.
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Zadatak 9. (i) Resiti nehomogenu diferencijalnu jednacinu

(*) y'+y= :
COS T

ukoliko se zna da je y = c1 cosx + cosinx, za neke realne konstante cq, co, opste resenje homogene
diferencijlne jednacine

(*)u y'+y=0
(17) Resiti nehomogenu diferencijalnu jednacinu

641‘

///_6// 11/_6 —
(*) y y Y =6y =

ukoliko se zna da je y = c1e” +coe® +c3e®, za neke realne konstante ¢y, ca, c3, opste resenje homogene
diferencijlne jednacine
F; y" —6y" + 11y — 6y = 0.
Resenje. (i) Opste resenje nehomogene linearne diferencjalne jednacine (x) trazimo u obliku
y = Cy(x) cosz + Cy(x)sinz,
gde funkcije C(x) i Cy(z) se odreduju iz linearnog sistema:

Ci(z) cosx + Chy(x)sinx = 0,
1 .
cos’

Ci(z)(cosx) + Ch(x)(sinz) =
odnosno sistema
Ci(z) cosx + Ch(z)sinx = 0,
1

cosx
Resimo prvo sistem po C}(z) i C%(x) upotrebom Kramerovih formula. Izracunajmo determinante:

Ci(x)(—sinz) + Cy(z) cosx =

COS T 0
=—tgux, AC&(JC)_‘ —sinx 1/COSZL‘ =5

0 sin
1/cosx cosx

cosx sinx
—‘ =1, Ac;(x)Z‘

| —sinx cosz

na osnovu kojih dobijamo

Aorn

C{(;p):CTI():—tg:E = C’l(:p):—/tgxd:p:—ln|cosx|+0f,
Agris

Cé(x):%()zl — Cg(x)zfldx:x—i-()';;

za neke realne konstante C7 i C5. Za prethodno odredene funkcije
Ci(x) = —In|cosz|+C] i Cy(x) =2+ C;
nalazimo opste resenje nehomogene linerne diferencijalne jednacine
y = Ci(x)-cosx 4+ Cy(x)-sinx = —In|cosz|-cosx + x-sinx + C; cosx + C; sinx,

za 1 €Dy, gde je Dy C R\ {3 + krm : k€ Z} neki interval.

Primetimo da je ovim postupkom jedno partikularno resenje polazne diferencijalne jednacine dato sa
Yp = —In|coszx|-cosx + x-sinz,

za x € Dy, gde je D1 C R\ {g + km: kEZ} neki interval.
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(77) Opste resenje nehomogene linearne diferencjalne jednacine (x) trazimo u obliku
y = Cy(z)e” + Cy(x)e* + C3(x)e™
gde funkcije C(x), Cy(x) i C3(z) se odreduju iz linearnog sistema:
Ci(z)e” + CY(z)e* + C4(z)e*” = 0,
Ci(w) (%) + Cy(w) () + Cy(x) (%) = 0,

4z

Ci(z) ()" + Cy(x) ()" + Cyla) ()" = =7

odnosno sistema
Ci(z)e” + Cy(z)e* + C4(z)e*” = 0,
Ci(x)e” + 205 (x)e*® + 3C%(x)e3® = 0,
4z
xT X X €
Ci(x)e® + 4CH(x)e* + 9C%(z)e’* = Ty
Resimo prvo sistem po C1(z), C4(x) i C4(z) upotrebom Kramerovih formula. Izracunajmo determi-
nante:

et e e’ 1 1 1
A=] e 22 3% |=|1 2 3 |-ef* =240,
e 4629: 9639: 12 22 32
O 62:1: 63:1: , .
2 3z e*® . eI
Acg(m) _ i)z 2e 3e _ (_1)3+1_ " 5T — " £ 0,
€ 4623[: 9633[: er + et +
e2r 1
e 0 633[: , .
T 3x e*® 2e°T
Apvin—| € 0 3e —(_1)3+2. el — _
Ch(x) . e 2 ( ) o2 +1 € o2t +1 7& Oa
e 5 9¢
et 4+ 1
e 0 , .
x 2z e*r el
Apwn—| € 2e 0 ()38 € ey & .
Cg(fl') - 9p €4Z ( ) 621- + 1 ( € ) 621- _|_ 1 # O’
et 4e 5
et 4+ 1
na osnovu kojih dobijamo
Acizy 1 €3 1 3" 1
! — 1 = — = — _ = — r _ *
Ci(z) = A o = (C4(x) 2/6% | dx 5 (e* —arctgx) + CY,
AC/ (:1:) 62:1: e2m 1
/ _ 2 _ — _ — _ - 2x *
Ch(x) = T = (Oy(x) e2$—|—1d$ 2ln(l+e )+ C5,

Aci(z 1 e” e’ 1 .
Cy(x) = % = 5wy — Gl)= —/m dr = —arctge” + C5;

za neke realne konstante C7, C5 i (5. Za prethodno odredene funkcije

Ci(x) = % (e® —arctge®) + Cf, Cy(x) = —% In(14€*)+C5 i Cs(z) = —%arctgex +Cj
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nalazimo opste resenje nehomogene linerne diferencijalne jednacine

y=C4(x)-€® + Ca(x)-€** + C3(x)-e**

1
=3 <e2w + (e3* — e®) arctge® — e** In (1—|—e2“’)) + Cie® 4+ Cje** 4 Cie’”,

za x €Dy C R, gde je Dy neki interval.

Primetimo da je ovim postupkom jedno partikularno resenje polazne diferencijalne jednacine dato sa

1
Yp = 5(62‘” + (e®*— e®) arctge® — e** In (1—|—ezw)>,

za xe€ Dy C R, gde je Dy neki interval. O

(v) Homogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda sa konstantnim koeficijen-
tima je diferencijalna jednacina:

() Laly) = 4™ + aiy™ ™V + .+ any = 0,
gde su aq, ..., a, €R konstante.
Vaze tvrdenja iz sekcije (i7) ovog dela.
Teorema 1.26. Za karakteristicnu jednacinu:
N+ a N P 4 a, A +a, =0
neka je odredeno n korena Ay, ..., N\, €C. Svakom korenu A\; odgovara jedno partikularno resenje
y; = y;(x)
homogene linearne diferencijalne jednacine n-tog reda (%) po sledecim pravilima:

1. Svakom realnom korenu \; reda k odgovara sledecih k partikularnih resenja homogene linearne
diferencijalne jednacine n-tog reda (%) py:

LR

k=1 _Ajx
Y x' et

y; (w)=eN", y; o) =we =
2. Svakom kompleksnom korenu \; = o; + Bt reda k odgovara sledecih 2k partikularnih resenja
homogene linearne diferencijalne jednacine n-tog reda () p:

y](o)(x) =e%%cos B, yj(?)(x) =xe“*cos Bz, ..., y](Qk_Z)(x) =zF"1e%%cos B,
y](.l)(x) =e%"sin Bz, y](.?’)(x) =xe®®sin Bz, ..., yj(-%_l)(x) =k~ le%sin 3.
Prethodno odredenih n resenja y1 = y1(x), ..., Yn = yn(x) su linearno nezavisna resenja homogene

linearne diferencijalne jednacine n-tog reda (%) i opste reSenje homogene linearne diferencijalne
jednacine n-tog reda (%) dato je sa linarnom kombinacijom

Yn = ?/h(x) = 01?/1(35) +...+ Cnyn(x)a

gde su cq, ..., c, proizvoljne realne konstante.
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(vi) Linearna diferencijalna jednacina n-tog reda sa konstantnim koeficijentima je difer-
encijalna jednacina:

(%) Lyl = y™ + aiy™ Y + ...+ a,y = f(2),

gde su ay, ..., a, € R konstante i f:D; — R neprekidna funkcija nad D; C R i f(x) # 0.
Vaze tvrdenja iz sekcije (iii) ovog dela. Postupci resavnja se baziraju na prethodnoj teoremi koja

omogucava da se za homogenu linearu diferencijalnu jednacinu L,[y] = 0 nade opste resenje:

yn(z) = caya () + .-+ cuyn(T),

gde su ¢y, ..., ¢, realne konstante. Posle toga se mogu koristiti slede¢a dva postupka za odredivanje
opsteg resenja nehomogene linearne diferencijalne jednacine L,[y] = f(x):

1. Metoda varijacije konstanti. Svodi se na primenu prethodno iskazane Teoreme 1.24.
2. Metoda neodredenih koeficijenata. Ovaj postupak se primenjuje kada je funkcija f(z) u

jednom od slede¢a dva oblika:

f(x) = e*®P,,(x) za a€R i neki polinom P, (z) stepena m. Tada trazimo partikularno resenje ne-
homogene linearne diferencijalne jednacine:

u sledeé¢em obliku:
Yp = 7€ Qi (),

gde je s € Ny visestrukost korena a u karakteristicnoj jednacini odgovarajuc¢e homogene jednacine i
gde neodredeni koeficijenti polinoma @,,(x) postaju odredeni zamenom oc¢ekivanog oblika y = y, u

Lnly] = f(z).

f(z) = e (P, (x) cosbx + P,,,(x) sinbx) za a,bER i neke polinome Py, () i Py, () stepena
my 1 mo respektivno. Tada trazimo partikularno resenje nehomogene linearne diferencijalne jednacine

u slede¢em obliku
Yp = 2% (Qm(x) cos bz + Ry, (z)sinbz), (m = max{m;,my})

gde je s € Ny viSestrukost korena z = a + br u karakteristicnoj jednacini odgovaraju¢e homo-
gene jednacine i gde neodredeni koeficijenti polinoma Q,,(z) i R,,(x) postaju odredeni zamenom
ocekivanog oblika y =y, u L, [y] = f(x).

Zadatak 10. Resiti nehomogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima:
(i)
Lilyl =y" —y" +y —y=a"+u,
(i)

(iid)

Lg[y] :yl/_y/ — % +€2$ +
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(iv)
Loy =y" +y —2y = (2° — 1) ™,

(v)
Lylyl =" +y =sinx.

Resenje. (i) Prvo resimo homogenu diferencijalnu jedna¢inu
Lslyl =" =" +y' =y =0.
Na osnovu karakteristicne jednacine
PN =N XN4A-1=L0-1)N+1)=0

karakteristicnom korenu A\; = 1 odgovara partikularno resenje

i karakteristicnim korenima Ay 3 = 47 odgovaraju dva partikularna reSenja

Yo = COS T

Y3 = sin x.

Funkcije y; = e*, yo = cos x, y3 =sin x predstavljaju fundamentalni sistem resenja posmatrane homo-
gene diferencijalne jednacine. Opste resenje homogene diferencijalne jednacine L3[y] = 0 je dato sa
linearnom kombinacijom

Yn = C1Y1 + C2Y2 + c3ys = c1e” 4+ c3 cosx + c3sin x,
za proizvoljne realne konstante c; 53 € R. Primetimo da iz zapisa nehomogene linearne diferencijalne
jednacine
Lyl =y" —y"+y —y=f(z) =2 + 2 =" (2" + 2) = e*"Pa(z) (m=2)

formiramo broj
z=a=20

koji nije koren karakteristi¢ne jednacine A\* — A2 + X+ 1 = 0 i ima visestrukost
s =0.
Samim tim partikularno resenje biramo u obliku

Y, = x%e?” (a1x2 + bix + cl) = (a12% + biwv + ¢y),

J/

-~

Q2(w)

sa neoderedenim realnim koeficijentima ay, b, c; € R. Koeficijente odredujemo zamenom y = y, u
polaznu diferencijalnu jednacinu Ls[y] = f(z) = 2% + x odakle zakljucujemo:

"

Lsly,) = u)' — vy + 4, — Up
= (m2® + bz + )" — (@ma? + bz +c)" + (@a? + bz + 1) — (22 + bx +¢p)
= 0—2a; + (2a12 + by) — (a1 2% + byx + ¢1)

= —a1x2 + (2(1,1 — bl) xr + (—2&1 + b1 — Cl)
:f(x):x2+x — a1 =—-1ANb =-3ANc =-1.
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Samim tim
yp = —x?—3z—1.

Sveukupno, opste reSenje polazne nehomogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim ko-
eficijentima je dato sa funkcijom:

Yy=Yp+yn=(—2*—3x—1) + c1e® + cacosx + c3sinx,

za proizvoljne realne konstante c; 23 €R.

(77) Prvo resimo homogenu diferencijalnu jednacinu
L[yl = y" —y" =0.
Na osnovu karakteristi¢cne jednacine
PsA) =X =M =\N-1)\=0

karakteristicnom korenu A\; = 1 odgovara partikularno resenje

i karakteristicnom korenu A9 3 = 0 odgovaraju dva partikularna resenja

Yo = €M% =1
ys = re?® = 1.

Funkcije y; = €, yo = 1,y3 = = predstavljaju fundamentalni sistem resenja posmatrane homogene
diferencijalne jednacine. Opste resenje homogene diferencijalne jednacine Ls[y] = 0 je dato sa lin-
earnom kombinacijom

Yn = C1Y1 + C2Y2 + C3Y3 = c1€” + C2 + 3,
za proizvoljne realne konstante c¢; 53 € R. Primetimo da iz zapisa nehomogene linearne diferencijalne
jednacine
Lol =y ' = f() = 2¢" = 0 = P () (m=1)

formiramo broj
z=a=1

koji jeste koren karakteristi¢ne jednacine A* — A\? = 0 i ima visestrukost
s =1
Samim tim partikularno resenje biramo u obliku

Yp = 2%e*" (a1z + b)) = ze” (ax + b)) = (a12° + byw)e”,
~——

Q1(z)

sa neoderedenim realnim koeficijentima as,b; € R. Koeficijente odredujemo zamenom y = y, u
polaznu diferencijalnu jednacinu L3[y] = f(x) = xe* odakle zaklju¢ujemo:
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"

Laly,) = v —yy = (m12® + byz)e)” — (a2 + byz)e”)
= (pa?e® + byze®)"” — (ayz2e” + bywe®)”
= (a12xe® + ayz?e” + bie® + blxex)” — (a12xe® + ayz?e” + bie® + blxex)/
= (apx?e® + (2a1 + by)ze® + +b1e®)” — (ayx?e® + (2a1 + by)ze® + +bye?)
= (a12xe® + ayz?e® + (2a; + by)e® + (2a; + by)ze® + blem)/
— (a12ze® + a12%e® + (2a1 + by)e® + (2a1 + by)we® + bie®)
= (a12%€” + (4ay + by)xe® + (2a1 + 2by)e*)’
— (%™ + (4ay + by)ze® + (2a1 + 2by)e?)
= (a12xe® + ayz?e” + (4ay + by)e® + (day + by)xe® + (2a; + 2by)e”)
— (ay2%e® + (day + by)ze® + (2a1 + 2b;)e?)
= (ayz?e” + (6a; + by )ze” + (6a; + 3b1)e®) — (arz?e” + (day + by)ze®” + (2a; + 2b;)e”)

= ((2a1)ze” + (4ay + bl)e“f)

1
:f(q;):gje“f — al:EAblz—Q.

1
=|-z—2 .
Yp (2:11 ):I:e

Sveukupno, opste resenje polazne nehomogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim ko-
eficijentima je dato sa funkcijom:

Samim tim

1
Y="Yp+Yn = (5$—2)£Bew+clem—|—cz—|—c3m,

za proizvoljne realne konstante c; 23 €R.

(7i) Prvo resimo homogenu diferencijalnu jednacinu

Na osnovu karakteristicne jednacine
PA) =X - A=XA—-1)=0

karakteristicnom korenu \; = 0 odgovara partikularno resenje

mn :e)q:v:l

i karakteristicnom korenu Ay = 1 odgovara partikularno resenje

Xox T

Yg =€ e’.

Funkcije y; = 1, yo = €* predstavljaju fundamentalni sistem resenja posmatrane homogene diferen-
cijalne jednacine. Opste resenje homogene diferencijalne jednacine Lo[y] = 0 je dato sa linearnom
kombinacijom

Yn = C1Y1 + C2Y2 = €1 + c2€”,
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za proizvoljne realne konstante c;o € R. Dalje koristimo Teoremu 1.23. Posmatrajmo tri linearne
diferencijalne jednacine

Lo[n] =y — vl = fi(z) = €*,
Lolys] = v — vy = folz) = €,

Lolys] = y5 — v = fa(z) = z.
1. Za linearnu diferencijalnu jednacinu

Loy =yl —y1 = fi(z) =" = e'* = e** Py(x)

I
)

formiramo broj
z=a=1

koji je visestrukosti s =1 za karakteristiénu jednac¢inu A\ — A\ = 0. Samim tim

Yp, = x°€*” (al) =a,xe’,
—~—~

Qo(z)
sa neodredenim realnim koeficijentom a; € R. Koeficijent odredujemo zamenom y; = y,, u polaznu

diferencijalnu jednacinu Lo[y;] = fi(x) = €® odakle zaklju¢ujemo:

LQ[?/IH] = ?/;;/1 - y;n

= (ayze®)" — (a1ze®)

= (a1€® + ayze®) — (a1e” + ayre®)

= @e” + a1€* + ajxe® — a1e” — arxe”
= a€e”

= fi(x) =e¢" — a; = 1.
Samim tim
T

Yp, =T €.

2. Za linearnu diferencijalnu jednacinu
Loyl = —y1 = folw) = e = €** = *"Ry(2)
formiramo broj
z=a=2
koji je visestrukosti s =0 za karakteristicnu jednac¢inu A\ — X\ = 0. Samim tim

Ypy = r5e2® (al) = 6217
—~—

Qo(x)
sa neodredenim realnim koeficijentom a; € R. Koeficijent odredujemo zamenom vy, = y,, u polaznu
diferencijalnu jednacinu Lo[ys] = fo(z) = €*® odakle zakljucujemo:
Loyp,] = vy, — vy,

= (a1*®)" — (are®®)’

= 4a,e** — 2a,e**

= 2a,e*

= folz) = e — a; =1/2.

Samim tim L

_ 2
Yp, = 58 z,
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3. Za linearnu diferencijalnu jednacinu
Lolys] = 4 — vs = fa(x) = 2 = e®"x = ** P (z)
formiramo broj
z=a=0
koji je visestrukosti s =1 za karakteristiénu jednac¢inu A\ — A\ = 0. Samim tim
Ypy = 7" (alx + bl) = a12° + by,

—_——
Q1(w)

sa neodredenim realnim koeficijentima a;,b; € R. Koeficijente odredujemo zamenom y3 = y,, u
polaznu diferencijalnu jednacinu Lylys] = f3(z) = x odakle zakljucujemo:
Lo [yp:a] = ?/gg - y;:a
= (@2? + b)) — (a12® + b))’
= 2(1,1 — 2(111‘ — bl

= (—2a1)x + (2a; — by)

1
— f3<x‘> = — a; = —5 A bl — —1
Samim tim
1 2
yp3 == —533 — .

Sveukupno, opste resenje polazne nehomogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim ko-
eficijentima je dato sa funkcijom:

Y="Yps T Yps T Yps + Yn = (:Be‘” + %ez‘” + (—%:ﬁ - m)) +c1 + cze”,
za proizvoljne realne konstante c; 2 €R.
(7v) Prvo resimo homogenu diferencijalnu jednacinu
Lolyl =y" +y =2y =0.
Na osnovu karakteristicne jednacine
PN =XN+A-2=0-1DN+2)=0

karakteristicnom korenu \; = 1 odgovara partikularno resenje

= 6)\1:1: — e:v
i karakteristicnom korenu Ay = —2 odgovara partikularno resenje
Yo = 6)\290 — 6—21‘.

Funkcije y; = €%,y = =2 predstavljaju fundamentalni sistem reSenja posmatrane homogene difer-

encijalne jednacine. Opste resenje homogene diferencijalne jednacine Ls[y] = 0 je dato sa linearnom
kombinacijom

Yn = C1Y1 + C2Yyz = c1€* + cpe™ 2%,
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za proizvoljne realne konstante ¢; » € R. Primetimo da iz zapisa nehomogene linearne diferencijalne
jednacine

Lolyl =y +vy — 2y = f(z) = (:102 — 1) e~ = (3_2””(x2 — 1) =" Py(z) (m=2)

formiramo broj
z=a=—2

koji jeste koren karakteristi¢ne jednacine \> + X\ — 2 = 0 i ima viSestrukost
s =1.
Samim tim partikularno resenje biramo u obliku

yp = 2°€*” (mx® + iz 4+ ¢1) =xe > (ma” + bz + o) = (a12” + bja® + cyz)e” ™,

(. >

~~

Q2(w)

sa neoderedenim realnim koeficijentima ay, by, c; € R. Koeficijente odredujemo zamenom y = y, u
polaznu diferencijalnu jednacinu Lo[y] = f(z) = (2% — 1) e>* odakle zakljucujemo:

Lolyp] = vy + 4, — 2up
= ((CL1$3+Z)15L’2—|—61$)6_2$)” + ((a1x3+b1x2+clx)e_2x), —2((mz*+b12* +c13)e ")
= ((Ba1z®+2b1z+cp)e > — 2(a1$3—|—b11’2—|—61$)6_2$),
+((3a1:p2+2b1x+cl)e*2x — 2(a1x3+blx2+clx)e*2m) — 2(a1x3+b1x2+clx) e
= ((—2a12® + (3a1—2b1)2? + (2b1 —2c1)z + 01)6*2‘”)/
+ (= 2a12® + (a1 —2b1)2* + (2b1—2c1)z + 1) e — 2(ma® + b’ +cx)e >
= (4a1x3 + (—12a;+4by)x* + (6ay —8by +4ci)x + (2b — 401))6*2”3
+( = 2a12% + (3a;—2by)2? + (2by—2¢1)z + ¢1)e 2 + ( — 2a12° —2by 2 —2c1x) e
= (— 9ay2% + (6a; —6by )z + (2b1—301))e*25’3

= flx)= (2> —1)e ™ — alz——/\blz—%/\c:—.

Samim tim

1 1 7
2 —2x
= |—x ——ZE—I—— e .
Y (9 9 27)

Sveukupno, opste resenje polazne nehomogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim ko-
eficijentima je dato sa funkcijom:

1 1

7
Y="Yp+Yn = <—§w2 - 5513 + E) e % 4 cre® + Cze_na

za proizvoljne realne konstante c; 23 €R.

(v) Prvo resimo homogenu diferencijalnu jednacinu

Na osnovu karakteristicne jednacine



karakteristicnom korenu A; » = ¢ odgovaraju partikularna resenja

Y1 = COST

Yo = sin .

Funkcije y; =cos x, yo =sin x predstavljaju fundamentalni sistem reSenja posmatrane homogene difer-
encijalne jednacine. Opste resenje homogene diferencijalne jednacine Ls[y] = 0 je dato sa linearnom
kombinacijom

Yn = C1Y1 + C2Y2 = cycosx + cesinx,

za proizvoljne realne konstante ¢; o € R. Primetimo da iz zapisa nehomogene linearne diferencijalne
jednacine
Loyl =y"+y = f(z) =sin2z
= ¢ (O cos 2z + 1sin 2:5) = e® (PO(I) (x) cosbx + Po(z) (x) sin b:c) (m1=my=0)
formiramo kompleksan broj
z=a-+bi1=21
koji nije koren karakteristi¢ne jednacine A\* + A\ = 0 i ima viSestrukost
s =0.
Samim tim partikularno resenje biramo u obliku
Yp = 2°¢**(Qo () cos ba + Ro(x) sinbr) = a cos2x + Bsin 2z,

sa neoderedenim realnim koeficijentima «, f € R. Koeficijente odredujemo zamenom y = y,, u polaznu
diferencijalnu jednac¢inu Lo[y] = f(x) = sin 2z odakle zaklju¢ujemo:

Lalyp] = vy +p
= (a cos 2x + [ sin Qx)” + (a cos 2x + [ sin 2:L‘)
= (— 4avcos 2 — 4 sin 23:) + (a cos 2x + [ sin 2:6)
= —3acos 2z — 3 sin 2z
= f(z) =sin2x = a:O/\Bz—é.
Samim tim

1
= ——sin 2.
Yp 3

Sveukupno, opste resenje polazne nehomogene linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim ko-
eficijentima je dato sa funkcijom:

1
Y="Yp+Yn = (—gsin2m) + ¢y cosx + ¢y sinx,

za proizvoljne realne konstante c; 2 €R. O
Zadatak 11. U zavisnosti od realnog parametra k € R naci opste resenje linearne diferencijalne jedna-
cine

Loyl =y" +y —2y =e"".
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Resenje. Vazi:

4
1
ga:e’”—i—cl e 4 cpe 2" k=1,
1 x x —2x
Y= ——xet+c e’ e K=—2,

3

1 KT T —2x . _ .
ek +c e’ +ee o keR\{1,-2};

za proizvoljne realne konstante c; 2 €R.

35



