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1 Vektorski prostor

1.1 Definicija i primeri

Definicija 1. Uredenu trojku (V,+,), gde je V. #0, +:V XV — V binarna opera-
cija na skupu'V, (+: (u,v) = u+v), - : F xV — V spoljasnja operacija na skupu V,
(-: (A, v) = A -v), i (F,+,") polje, nazivamo vektorskim prostorom nad poljem T ako
vazi:

o (V,+) je Abelova grupa;

VAEF)(Vu,veV)A-(u+v)=A-u+A-v;

(
(
VA, ueF)(WeV)A+u)-v=~A-v+pu-v;
(VA UEF)(WeV)(A-u)-v=~A-(1-v);

(

Vv eV)1-v=v, gde je 1 jedinicni element polja F.

Elemente skupa V nazivamo vekforima, dok elemente polja [F nazivamo skalarima.
Binarnu operaciju + : V x V — V nazivamo sabiranje vektora, dok spoljasnju operaciju
-1 F xV — V nazivamo mnoZenje vektora skalarom. Neutralni element za sabiranje
vektora 0 nazivamo nula-vektor. Inverzni element elementa u € V u odnosu na opera-
ciju sabiranja vektora —u nazivamo suprotni vektor vektora u.

Primetimo, da ovde koristimo svaku od oznaka + i - za dve razliCite operacije. Npr.
ako su u,v € V, sa u+v oznafavamo sabiranje vektorauivuV,aakosu a,f €T, sa
o + B oznaCavamo sabiranje skalara o i § u F. Iz konteksta ¢e uvek biti jasno o kojoj
se operaciji radi, te nema potrebe uvoditi nove oznake.
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Primer 2. Neka je F polje. Na skupuV ={(x1,x2,...,%s) |x1,%2,..., %, EF}, n €N,
svih uredenih n-torki elemenata iz skupa T, definisemo binarnu operaciju +:V xV =V
sa

(X] 3 X250t ,Xn) + (M,yz, A 7yl’l) = (X] +y1 X2 +y2a <oy Xn +yn),
pokoordinatno sabiranje i spoljasnju operaciju - : F XV —V sa
A (x1,x2,. ., xn) i= (Axp, Axg, ..o, Axy).
Tada je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F.

Primer 3. Neka je F polje. Skup svih matrica tipa m x n nad poljem F, m,n € N, u
oznaci F™*" sa operacijama sabiranja matrica i mnoZenja matrica elementima polja
I jeste vektorski prostor nad poljem .

1.2 Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

Definicija 4. Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F.
Za vektore vy, vy, ..., v, € V kaZemo da su linearno zavisni nad poljem F, ako
postoje skalari a1, 00, ...,0, € F, od kojih je bar jeda razli¢it od 0O, takvi da vazi

ogvi+ova+...+ov, =0.

linearna kombinacija vektora

Za vektore koji nisu linearno zavisni kaZemo da su linearno nezavisni. Za linearno
nezavisne vektore vazi implikacija

avi+omv+...+ov, =0=0=0m=...=a,=0.

Za skup vektora kazemo da je linearno zavisan, odnosno linearno nezavisan ako su
vektori koji ga obrazuju linearno zavisni odnosno nezavisni.

Teorema 5. Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F i neka su vi,vo,...,v,
vektori iz V. Tada vaZi:

1. ako postoji i, 1 <i<n, takvo da je vi = 0, onda su vektori vi,vy,...,v, linearno
zavisni;
2. ako postojeii j, 1 <i< j<m,takvida jev; =vj, onda su vektori vi,va,...,v,

linearno zavisni;

3. ako je skup {vi,va,...,vn} linearno nezavisan, onda je i svaki njegov podskup
takode linearno nezavisan,

4. ako je skup {vi,va,...,v,} linearno zavisan, onda je i svaki njegov nadskup
takode linearno zavisan;

5. ako je skup {vi,va, ..., vy} linearno nezavisan i ako za @y, 0, ..., 0, € F i
Bi, B2, ..., By € Fvazi

oGvy+00Qvy+...+ 0V, :ﬁlvl +B2V2+...+ﬁnvn,

onda je oy Zﬁl,(Xz:ﬁz,...,Otn:ﬁn.



6. skup vektora {vi,va,..., vy} je linearno zavisan ako i samo ako je za neko i,
1 <i < n, vektor v; linearna kombinacija ostalih vektora iz datog skupa.

1.3 Potprostor vektorskog prostora

Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F i neka je U neprazan podskup od V.
Ako je (U,+,-) vektorski prostor nad poljem F, gde su + i - nasledene operacije iz
(V,+,"), onda kazemo da je U vektorski potprostor od V. Akoje U #{0}iU £V,
onda kaZzemo da je U pravi vektorski potprostor od V.

Teorema 6. Uredena trojka (U,+,-), 0 # U C V, je vektorski potprostor vektorskog
prostora (V,+,-) nad poljem F, ako i samo ako vazi

(Vu,veU)u+veUl,

VoeF)(VuelU)a-ucU.

Teorema 7. Uredena trojka (U,+,-), 0 = U CV, je vektorski potprostor vektorskog
prostora (V,+,-) nad poljem F, ako i samo ako vazi

Vo,BeF)(Vu,velU) a-u+p-veU.

Teorema 8. Neka je dat homogeni sistem, sa koeficijentima u polju R, m linearnih

algebarskih jednacina sa n nepoznatih x1,x2,. .., X:
ajnxy + apx + ... 4+ apx, = 0
ax;y + anx + ... 4+ awx, = 0
amx1 + amx2 + ... + auxpn = 0,

i neka je V skup svih reSenja datog sistema. Pokazati da je V vektorski potprostor
vektorskog prostora kolona-matrica R" .

Dokaz:
Neka je
aill aln aln X1 8
X2
a a ..oa .
A— 21 22 2n L X = : i 0=
AmlGm2 oo G J e K xt 0 mx1

Dati sistem moZemo zapisati u matri¢nom obliku A - X = 0. Ovaj sistem uvek ima
trivijalno reSenje, prema tome skup reSenja V je neprazan. Dalje, neka su X i Y dva
proizvoljna reSenja datog homogenog sistema, dokaZimo da za svako a, 8 € R vazi da
je i aX + BY takode resenje datog sistema. Imamo da je

A-(aX+BY)=A-(aX)+A - (BY)=0(A-X)+B(A-Y)=0-0+3-0=0.

Prema tome, i aX + BY je reSenje datog sistema.



1.4 Linearni omotac (lineal)

Definicija 9. Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F. Skup svih linearnih
kombinacija vektora vi,va,...,v, €V, u oznaci

f(vl,vz,...,v,,):{a1v1+a2vz+...+ocnvn | o,00,...,0, EIF}7

nazivamo linearnim omotacem ili linealom vektora vi,vy,...,v,. KaZemo da vektori
V1,V2,...,V, generisu ili razapinju £ (vi,va,...,vy).

Definicija 10. Neka je W neprazan podskup od V. Skup {vi,va,...,v,} nazivamo
generatorskim skupom skupa W ako vazi W = £ (vi,va,...,vy), Lj. ako se svaki
vektor iz W moZe predstaviti kao linearna kombinacija vektora vi,va,...,v,.

Neka je U proizvoljan neprazan podskup od V. Skup svih linearnih kombinacija vek-
tora iz U

Z(U):{Q1V1+OQVZ+...+Otnvn|V1,V2,...,Vn cU,o,0,...,04 EF,HGN},

nazivamo linearnim omotacem ili linealom skupa U. Skup U nazivamo genera-
torskim skupom skupa W ako vazi W = Z(U), tj. ako se svaki vektor iz W moZe
predstaviti kao linearna kombinacija vektora iz U.

Teorema 11. Neka je (V,+,) vektorski prostor nad poljem F i neka su vi,va,...,v, €
V. Tada je £(vi,va,...,vy) vektorski potprostor od V. Takode, ako je U neprazan
podskup od V, onda je £ (U) vektorski potprostor od V.

1.5 Bazai dimenzija vektorskog prostora

Definicija 12. Skup {vi,va,...,v,} nazivamo bazom vektorskog prostora (V,+,-) nad
poljem I ako je generatorski skup odV i ako suvektorivy,vy,. .. v, linearno nezavisni.

Skup U nazivamo bazom vektorskog prostora (V,+,-) nad poljem F ako je linearno
nezavisan generatorski skup od V.

Teorema 13. Ako vektorski prostor (V,+,-) nad poljem F ima bazu koja ima n elem-
enta, onda svaka druga baza od 'V ima n elemenata.

Za vektorski prostor kaZzemo da je kona¢no-dimenzionalan ako ima konacnu bazu.
Na osnovu prethodne teoreme, zaklju¢ujemo da su u konacno-dimenzionalnom vek-
torskom prostoru svake dve baze istobrojne.

Definicija 14. Dimenzija konacno-dimenzionalnog vektorskog prostora V, u oznaci
dimV, je broj elemenata baze.

Teorema 15. Neka je {vi,v2,...,v,} baza vektorskog prostora (V,+,-) nad poljem F.
Tada se svaki vektor u iz V moZe predstaviti na jedinstven nacin kao linearna kombi-
nacija vektora vi,va, ..., vy, tj. postoje jedinstveni skalari Q1,0,...,Q, € F takvi da
jev=0oqvi+0ovy+...+ 0y,



Dimenzija vektorskog prostora V = {0} je jednaka 0.

Primer 16. Dimenzija vektorskog prostora F", svih uredenih n-torki nad poljem T, je
n, a jedna baza je {ey,es,...,e,}, gde je ey = (1,0,...,0), e =(0,1,...,0), ..., en =
(0,0,...,1). Svaki skup od n linearno nezavisnih vektora u prostoru R" obrazuje bazu
tog prostora. Prema tome, joS jedna baza vektorskog prostora F" je {fi, f2,---,fu}>

gdeje fi =(1,0,...,0), o=(1,1,...,0), ..., fu=(1,1,...,1).
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