Linearne diferencijalne jednacine viseg reda

Linearna diferencijalna jednacina n-tog reda je diferencijalna jednacina oblika

y (@) + fil@)y" (@) £t (@)Y (@) + ful2)y(e) = Fa),
gde su funkcije f1, f2, ..., fn, F' definisane i neprekidne na nekom intervalu
(a,b). Ako za slobodan ¢clan F' vazi da je (Vz € (a,b)) F(x) = 0, odnosno
ako je F' = 0, kazemo da je diferencijalna jedna¢ina homogena, u protivnom je
nehomogena. Svakoj nehomogenoj linearnoj diferencijalnoj jednacini

y ™M (@) + @)y (@) + o+ e @)y (@) + fa(@)y(e) = F(x),

pridruzujemo odgovarajuc¢u homogenu jednacinu

y™ (@) + @)y (@) + . fam1(@)y (@) + fa(2)y(z) = 0.

Ako su v, ¥2, ... , Yn linearno nezavisna reSenja homogene diferencijalne jed-
nacine, onda je y(z) = C1 y1(z) + Coy2(x) + ... + Cy, yn(x) njeno opste resenje,
gde su C1, Cy, ..., C), proizvoljne konstante.

LiouviLLEova formula: Ako je y; netrivijalno partikularno resenje homogene
linearne diferencijalne jednacine II reda

y'(x) + fi(@)y () + f2(z)y(z) =0,
onda je
eiffl(x) dz dx

ne) =) [ s

takode partikularno resenje date jednac¢ine linearno nezavisno od .

Neka je yj, opSte reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine i y, jedno par-
tikularno resenje nehomogene jednacine. Tada je opsSte reSenje nehomogene
jednacine dato sa y(z) = yn(x) + yp(z).

Metoda varijacije konstanata: Neka su y1, ya, - .. , Yn linearno nezavisna resenja
homogene linearne diferencijalne jednacine

y (@) + @)y (@) + o+ faa @)y () + fal@)y(e) = 0.

Tada je opste resenje nehomogene jednacine

v (@) + fi@)y™ (@) 4 faa (@)Y (@) + fa()y(z) = F(x)
dato sa

y(z) = Ci(z)y1(2) + Co(z)y2(z) + ... + Cu(@)yn(2),

gdesu Cq, Cs, ..., C, funkcije ¢ije izvode nalazimo resavanjem sistema jednacina:

Cr(@)yi(z) + Ca(x) y2(2) + ... + Cp () yn(z) = 0

Cr(@)y(z) + Co(x) ya(x) + ... + Cp(x) yp () = 0

|
=

Ci(a)y" ) (@) + Cy) 5" (@) + ..+ Chla) il ()
Cl@)yt" V(@) + Cya) g (@) + .+ Cl(a) y V(@) = Fla).
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Linearne diferencijalne jednaéine sa konstantnim koeficijentima

Homogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda sa konstantnim koefici-
jentima je diferencijalna jednacina oblika

y™ (@) + fry" V@) + o o Y (@) + fay(a) =0,

gde su f1, fa, ..., fn konstante.
Potrazimo resenje date jednacine u obliku y(z) = e**. Kako je y®) (z) = AFer®
zamenom u datu jednac¢inu dobijamo algebarsku jednacinu

AN+ a4 4 an A+ a, =0,

koju nazivamo karakteristicnom jednacinom, koja je pridruzena polaznoj difer-
encijalnoj jednacini.
Svakom korenu karakteristicne jednacine odgovara jedno partikularno resenje
diferencijalne jednacine. Tako dobijena partikularna resenja ¢ine skup linearno
nezavisnih funkcija (fundamentalni skup resenja).
e Ako je A prost realan koren karakteristicne jednacine, onda je odgovarajucée
partikularno resenje diferencijalne jednacine y,(z) = e,

e Ako je X realan koren reda k,k > 1, karakteristi¢cne jednacine, onda
su odgovarajuéa partikularna resenje diferencijalne jednagine y,, (z) =
N yp, () = e’ Ly, (2) = 2P eA

e Ako je A = « + if prost kompleksan koren karakteristicne jednacine,
onda je i A = a — i3 prost kompleksan koren karakteristi¢ne jednacine,
a odgovarajuéa partikularna resenja diferencijalne jednacine su y,, () =
e*” cos fx 1 yp, (x) = e*” sin fz.

e Ako je A = «a + i kompleksan koren reda k,k > 1, karakteristi¢ne
jednacine, onda je i A = a — i3 kompleksan koren reda k,k > 1, karak-
teristicne jednacine, a odgovaraju¢a partikularna resenja diferencijalne
jednacine su

Yp, (2) = €% cos BT, Yp, (T) = 2% cos BT, . . ., Yp, (¥) = 271 cos Bz,

Yprsr (T) = €7 sin B, yp,, () = e sin fa, ..., yp,, (v) = k=1 gin Br.

Metoda neodredenih koeficijenata:
Neka je data linearna nehomogena diferencijalna jednac¢ina n-tog reda sa kon-
stantim koeficijentima y(™ (z) + fry™ D (z) + ... + fn_1y'(x) + fay(z) = F(z),
gde je nehomogeni deo F'(x) oblika e** (P;(z) cos(fx) + Pa(x) sin(fBz)).
Partikularno reSenje v, date jednacine je oblika:
o yp(z) = e (Q1(x) cos(Bz) + Q2(x) sin(Bz)), ako o+ i nije koren karak-
teristi¢ne jednacine;
e y,(z) = 2%e*® (Q1(z) cos(Bx) + Q2(z) sin(Bx)), ako je a+ i3 koren karak-
teristi¢cne jednacine reda k, k > 1;

gde je deg Q1 = deg Q2 = max{deg P, deg P»}.



Navedimo neke specijalne slu¢ajeve ovog razmatranja:

1. Ako je nehomogeni deo F(x) = P(z), onda je partikularno resenje y,
oblika:

e y,(x) = Q(x), ako 0 nije koren karakteristi¢ne jednacine;
e y,(z)=2FQ(x), ako je 0 koren karakteristiéne jednacine reda k, k> 1,
deg @ = deg P;

2. Ako je nehomogeni deo F(z) = Ae™”, onda je partikularno resenje y,
oblika:

o yp(z) = ae*”, ako « nije koren karakteristi¢ne jednacine;

o yy(z)= az®e®® ako je o koren karakteristicne jednacine reda k, k> 1;

3. Ako je nehomogeni deo F(z) = P(z)e**, onda je partikularno resenje y,

oblika:
o y,(z) = Q(z) e*”, ako a nije koren karakteristi¢ne jednacine;
e y,(7) = 2% Q(x)e®, ako je « koren karakteristi¢ne jednacine reda
bk >1,
deg QQ = deg P;

4. Ako je nehomogeni deo F(z) = A cos(Bz)+B sin(Bz) ili F(z) = A cos(Bz)
ili F(xz) = B sin(fz), onda je partikularno resenje y, oblika:
o y,(z) = acos(Bx) + bsin(Bz), ako ¢ nije koren karakteristi¢ne
jednacine;

o yp(x) = 2" (acos(fx
jednacine reda k, k >

) + bsin(Bx)), ako je if koren karakteristicne
L

5. Ako je nehomogeni deo F(x) = Pi(x) cos Bz + Py(x) sin Bz ili F(z) =
Pi(z) cos fz ili F(x) = Py(z) sin Sz, onda je partikularno resenje y, ob-
lika:

o y,(z) = Qi(x) cos(Bx) + Q2(x) sin(Bx), ako i nije koren karakter-
isti¢ne jednacine;

e y,(z) = 2 (Q1(2) cos(Bx) + Qa2(x) sin(Bz)), ako je i3 koren karak-
teristi¢cne jednacine reda k, k > 1,

deg Q1 = deg Q2 = max{deg P;,deg P>}.
Ako je nehomogeni deo F(x) oblika Fy(x) + Fa(z) + ... + F,(z), za
Fi(z) = ™" (P, (x) cos Bix + Py, (x) sin B;x) ,

onda partikularno reSenje polazne jednacine dobijamo kao zbir partikularnih
reSenja jednacina

y (@) + ALy V(@) + A fao1 Y (@) + fay(x) = Fi().



