Matematika 1

Marija Rasajski (beleske: Luka Simi¢)

Decembar 2019

1 Diferencijalni racun

Definicija 1.1. Neka je f definisana u okolini tacke xg ukljuéujuéi i samu tacku zo. Ako postoji (konaéna
ili beskonac¢na) grani¢na vrednost

oy o f@) = flwo) o flz+h) — f(z)
f(zo) = lim ———— = hmf

T—>To T — X9 h—0

kazemo da je f(zg) (prvi) izvod f u tacki .
Ako se posmatra samo levi/desni limes njegova vrednost je levi/desni izvod, i kazemo da funkcija ima
izvod u nekoj tacki ako i samo ako ima i levi i desni izvod u toj tacki i oni su jednaki.

Geometrijska interpretacija 1.1. Neka je f(x) neprekidna u z¢ i definisana u nekoj njenoj okolini.
Neka je Az proizvoljna (obi¢no mala) veli¢ina koju nazivamo prirastaj argumenta z. Kada se z promeni
od x do Az, funkcija f se promeni od f(z) do f(x + Az). Velicinu Af(xg) = f(xo + Az) — f(z0)
nazivamo prirastajem funkcije f(z).

to(a) = L0 AAQJJZ — f (o)

Kada Az — 0, secica AB postaje tangenta u tacki A(zg,yo). Dakle, izvod y = f(z) u tacki zg jednak je
tangensu ugla koji tangenta u toj tacki zaklapa sa pozitivnim smerom x-ose.

1.1 Tangenta

Definicija 1.2. Ako postoji konacan izvod f’(x¢), tada pravu ¢ija je jednacina y — yo = f'(zo)(z — x0)
nazivamo tangentom krive y = f(z) u tacki (zo, yo). Ako je izvod beskonacan, tada je jednacina tangente
x = xo. Ako ne postoji ni konac¢an ni beskonacan izvod tada u datoj tacki kriva nema tangentu.

1.2 Normala

Definicija 1.3. Ako postoji tangenta krive y = f(x) u tacki (zo, yo), prava koja je normalna na tangentu
i sadrzi (xo,yo) naziva se normalnom krive y = f(x) u tacki (zo,yo). Ako je izvod konac¢an i razli¢it od
0, jedna¢ina normale je y — yg = ﬁ(x — x0). Ako je beskonacan, jednacina normale je y = yo. Ako
je nula, jednacina normale je z = x.

Definicija 1.4. Ugao izmedu krivih y = f(x) i y = g(x) koje se seku u tacki ¢ija je apscisa xo definise
se kao oStar ugao izmedu njihovih tangenti u presecnoj tacki (ako obe tangente postoje). Tangens tog
ugla je
tg(O[) — f/(.T()) — g/(ﬂjo)
L+ f"(z0)g' (x0)

Definicija 1.5. Ako funkcija f u tacki zo ima konac¢an izvod kazemo da je ona u toj tacki diferencijabilna.
Teorema 1.1. Ako je f diferencijabilna u zo onda je i neprekidna u xg.

Dokaz. f ima konacan izvod u zp = lim,_,,, %ﬁzo) je konacan. = lim,_,, f(z) = f(z0) =

limy o (f(2) = f(20)) = 0 limy—ypy (f(z) — f(@0)) = limy_yp, L9 g0y =0 O

Tr—x0



Teorema 1.2. Neka su f i g diferencijabilne u z i neka su « i 8 proizvoljni realni brojevi. Tada je
funkcija af 4+ Bg diferencijabilna u x i vazi:

(af(z) + By(x)" = af'(x) + B (x)
Dokaz.
u(z) = af(z) + By(z)
o (2) = lim u(@+h) —u(z) . of(@th)+Bg(+h) - af(@) - Bg(z)

h—0 h h—0 h
i @U@+ B) = F(@) + Blgw +h) = g(x))
h—0 h
_ o fleth) - f=) gl +h)—glx)
o fim TS A i S
= af'(z) + By (x)

O

Teorema 1.3. (Izvod proizvoda i koli¢nika) Ako su funkcije f i g diferencijabilne u tacki z, tada je
funkcija f(x)g(z) takode diferencijabilna u tacki . Ako je g(t) # 0 za svako ¢ u nekoj okolini tacke z,
onda je i funkeija £Z) diferencijabilna u tacki z i vazi:

g(x)
(f(2)g(z)) = f'(z)g(z) + f(2)g (z)

<f(x)>' f'(@)g(x) = fx)g' ()
g9(z)

Dokaz.

(f(2)g(2)) = lim TET M@ 1) ~ f(@)gle) _

h—0 h
_ i L@ 9@+ h) — f(z)g(z + k) + f(z)g(x + h) — fz)g(x) _
h—0 h
o F@R) = f@)gla+h) + F@)(gle +h) = g(@) _
h—0 h
= f'(@)g(x) + f(2)g ()

O

Teorema 1.4. (Izvod slozene funkcije) Neka je ¢ diferencijabilna u xg i h(z) = f(g(x)) je definisana u
nekoj okolini xg, pri ¢emu je f diferencijabilna u ¢ty = g(z¢). Tada je i h diferencijabilna u ¢ i vazi:

(o) = (f(9(2))) le=z0 = J'(D)lt=g(z0) - 9(0)

Teorema 1.5. (Izvod inverzne funkcije) Neka je f monotona i neprekidna na intervalu (a,b) i neka u
nekoj tacki x € (a,b) ima konacéan izvod f’(zo) # 0. Tada je inverzna funkcija f~! diferencijabilna u
tacki yo = f(xo) 1 vazi jednakost:

(f (o)) =

f' (o)

1.3 Logaritamski izvod

In(f(x)) = In(u(z)"™)
F'@) _ v(z)n(u(z)))
o) = (v(@)In(u(z)))



2 Ekstremumi

Definicija 2.1. Ako je f definisana u nekoj okolini (zg —e, zg 4 ¢) tacke xq i ako za svako x u toj okolini
vazi da je f(x) > f(xo) kazemo da funkcija f ima lokalni minimum u tacki zy (analogno za lokalni
maksimum). Lokalni maksimum i minimum nazivaju se i lokalni ekstremumi.

Postoje i strogi lokalni ekstremumi kada se koriste strogi znaci nejednakosti; u suprotnom konstantna
funkcija moze imati ekstremume u svakoj tacki. Najveéi i najmanji ekstremum funkcije na datom skupu
su takode globalni.

Definicija 2.2. Tacka z u kojoj je f'(z¢) = 0 naziva se stacionarna tacka funkcije f.

Teorema 2.1. (Fermaova teorema) Ako funkcija f u tacki 2 ima lokalni ekstremum i ako u f(x¢) ima
izvod tada je f'(zo) = 0.

Dokaz.

flwo) = hhiﬁﬂ h <0
f/(-rO) _ hlgél_ f(xo) - i(l‘o — h) Z 0

f ima izvod u x( pa su levi i desni izvod u toj tacki jednaki, a to je moguce samo ako su jednaki nuli
= f’(x0) = 0. Analogno za lokalni minimum. O

Teorema 2.2. (Rolova teorema) Neka je funkcija f definisana na segmentu [a, b] i neka vazi:
e f je neprekidna na [a, b]
e f je diferencijabilna na (a,b)
. f(@) = )

Tada postoji ¢ € (a, b) tako da vazi f'(c) = 0.

Geometrijska interpretacija 2.1. Ako je kriva y = f(z) neprekidna na zatvorenom intervalu [a, ] i
u svakoj tacki (a,b) ima tangentu, a vazi f(a) = f(b), onda postoji bar jedna tacka ¢ € (a,b) u kojoj je
tangenta na krivu paralelna sa z-osom.

Teorema 2.3. (Kosijeva teorema) Neka su f i g funkcije definisane na [a, b] za koje vazi:
e f i g su neprekidne na [a, b]
e f i g su diferencijabilne na (a, b)
e ¢'(x) # 0 za svako z € (a,b)

f®)—f(a) _ f'(e)

Tada postoji ¢ € (a,b) tako da je 7=513 = (o) -

Dokaz.

Dovoljan dokaz: ¢'(x) = 0. ¢ je definisana na [a, b].
e ¢ je neprekidna na [a, b] jer su to isto fig
e ¢ je diferencijabilna na [a, b] jer su to isto f i g

* p(a) = ¢(b)?



gy SO = f@) o f(@)g(d) — fla)g(a) - f(b)g(a) + f(a)g(a)
ela) = 1) = Sy —gta) 9@ 9(b) — g(a)
_ f(b)g(b) — f(b)gla) — f(b)g(b) + f(a)g(b) Q) —
o0 = o)~ gla) — =)
/ _ / _f(b)_f(a)./c_

O

Geometrijska interpretacija 2.2. Ako je kriva zadata parametrom z = g(t), y = f(¢), t € [a,b],
kriva spaja tacke A(g(a), f(a)) i B(g(b), f(b)). Koeficijent pravca prave kroz tacke a i b je % a

koeficijent prava tangente za ¢ € (a,b) je 5:8 Kosijeva teorema tvrdi da postoji ¢ € (a,b) takva da je
tangenta na krivu u C(g(c), f(c¢)) paralelna secici na krivu kroz A i B.

Teorema 2.4. (Lagranzova teorema) Neka je f definisana na [a,b] i neka vaze (1) i (2). Tada postoji
¢ € (a,b) tako da vazi W = f'(c)

Dokaz. Kosijeva teorema za g(x) = x. O

Geometrijska interpretacija 2.3. Ako je kriva y = f(z) neprekidna na [a,b] 1 u svakoj tacki (a,b)
ima tangentu, onda postoji tacka ¢ € (a,b) takva da je tangenta u C(c, f(c)) paralelna secici kroz tacke

Ala, f(a)) 1 B(b, f(D)).

2.1 Izvodi viseg reda

Definicija 2.3. Izvod f nazivamo prvim izvodom sa oznakom f’. Ako je definisan izvod reda n — 1, u
oznaci f(*~1) tada se izvod reda n definise sa f()(z) = (f*~V(x))". Za funkciju koja u tacki z ima
konacan izvod reda n kazemo da je u toj tacki n puta diferencijabilna.

Teorema 2.5. (Lajbnicova teorema) Neka je f(z) = u(z)v(x) i neka su u i v n puta diferencijabilne u
z. Tada je f n puta diferencijabilna u x i vazi:

(wo) =3 (Z) a0 L y(n=F)
k=0

Dokaz. Indukcijom, polazeéi od definicije i izraza za prvi izvod proizvoda (slicno dokazu binomne for-
mule). Koristi se (kil) + (Z) _ (n:l) -

2.2 Lopitalovo pravilo

Teorema 2.6. (Lopitalovo pravilo) Neka su f i g diferencijabilne u nekoj okolini tacke a € R (osim
mozda u a) i neka je:
(z)

e lim,_,, f(z) tipa

o) 04l =

0
e ¢'(z) # 0 u nekoj okolini tacke a

f'(=
g'(z
fx
9(x)

N

e Postoji lim,_,,

N
—

i vazi

Tada postoji i limg_,,

lim Lx) = lim f()
e gla)  we g'(a)

Direktnom primenom Lopitalovog pravila nalaze se grani¢ne vrednosti tipa % ili 2> svodenjem na

grani¢ne vrednosti koli¢nika izvoda. U sluc¢aju neodredenosti tipa 0— oo ili co—oo treba prvo algebarskim
transformacijama dovesti funkciju u odgovarajuéi oblik. U slu¢aju neodredenosti tipa 0°, 0o ili 1°° datu
funkciju treba logaritmovati pa dobijamo jedan od navedenih slucajeva.



3 Monotonost

Teorema 3.1. Neka je f definisana i neprekidna na intervalu (a,b) (a,b € R) i neka funkcija f ima
izvod za svako x € (a,b).

(a,0))f
e Ako je (Vz € (a,b))f'(x) <0, f je monotono opadajuéa na (a,b)
(a,0))f'

)

Dokaz. Pomoéu Lagranzove teoreme. O

e Ako je (Vz € (a, (x) > 0, f je monotono rastuca na (a,b)

e Ako je (Vz € (a, () =0, f je konstantna na (a, b)

Teorema 3.2. Neka je x( stacionarna tacka funkcije f. Ako je f’(zo) > 0, tada funkcija u tacki o ima
lokalni minimum. Analogno za lokalni maksimum.
Ako je f"(z9) = 0, neka je k red prvog sledeéeg izvoda u xq koji je razli¢it od nule, tj. neka je:

F(@o) = f(z0) = ... = fE D (wg) = 0, f¥) () # 0(# £00)

Ako je k neparan broj tada funkcija u tacki zo nema lokalni ekstremum. Ako je k paran u f*)(z) > 0,
f ima lokalni minimum, u suprotnom maksimum.

4 Konveksnost i konkavnost
Definicija 4.1. Ako svako A € [0, 1] i za svako z1, 22 € (a,b) vazi da je
fOz1+ (1= Az2)) < Af(21) + (1= N)f(22)

tada kazemo da je f konkavna na intervalu (a,b). (Umesto (a, b) moze biti proizvoljan otvoren, zatvoren,
konacan ili beskonacan interval.)

Teorema 4.1. Neka je f diferencijabilna na intervalu (a,b). Tada je f konveksna na (a,b) ako i samo
ako je f’ neopadajuéa na (a,b).

Teorema 4.2. Neka je f dva puta diferencijabilna na (a,b). Tada je f konveksna na (a,b) ako i samo
ako f”(x) > 0 u svakoj tacki z € (a,b), a konkavna obrnuto. Tacka u kojoj funkcija menja konveksnost
naziva se prevojna tacka.

Definicija 4.2. Neka je f definisana na nekom intervalu (xg — h,zo + h), pri ¢emu je na intervalu
(xo — h,x0) konkavna, a (xg,z¢ + h) konveksna. Tada se kaze da je zo prevojna tacka funkcije f. Ako
f ima drugi izvod u prevojnoj tacki, onda je on jednak nuli. Naime, prvi izvod ima lokalni ekstremum
u prevojnoj tacki, pa po Fermaovoj teoremi je izvod prvog izvoda u toj tacki jednak nuli. U prevojnoj
tacki ne mora da postoji drugi izvod.

5 Asimptote

Definicija 5.1. Neka je data funkcija y = f(x). Ako je a tacka nagomilavanja domena funkcije f i ako
su grani¢ne vrednosti lim, ., f(x) ili lim,_,,- f(z) ili lim,_,,+ f(z) jednake +o00 ili —o0, za pravu & = a
kazemo da je vertikalna asimptota.

Definicija 5.2. Ako je lim, . f(x) jednako b € R, tada kazemo da je prava y = b desna horizontalna
asimptota funkcije f. Analogno za levu.

Definicija 5.3. Ako je lim, , oo (f(z) —ax —b) = 0, za neko a # 0, b € R tada pravu y = azx + b
nazivamo desnom kosom asimptotom funkcije f. Analogno za levu.

k= lim M
r—+oo I
n= lim (f(z)—kx)

z—+o0



6 Tejlorova formula

Definicija 6.1. Ako funkcija f u okolini tacke a ima konacne izvode do reda n, tada se polinom

f"(a) 2 ["(a) 3
o1 (x —a) JrT(xfa) +..+

naziva Tejlorovim polinomog n-tog stepena funkcije f u okolini a.

Th(z) = f(a) + f'(a)(x — a) +

Definicija 6.2. Ako funkcija u okolini nule ima konacne izvoda do reda n tada se polinom

12 (’I’L)
Mo(@) = FO) + )+ T 002 T

naziva Maklorenovim polinomom n-tog stepena funkcije f.

Teorema 6.1. Neka je funkcija f n-puta diferencijabilna u a i neka je T}, njen Tejlorov polinom stepena
n u okolini tacke a. Tada je:
f(x) =Th(x) +o((x —a)"),z = a

Ovako predstavljen ostatak naziva se ostatkom u Peanovom obliku. Ova teorema tvrdi da je R, (x) =
o((z — a)™),x — a, a iz same definicije Tejlorovog polinoma se vidi da je R,(a) = 0.
6.1 Osnovni Maklorenovi razvoji

f(x) = sin(z)
™ (z) = sin(z + n—;)

Fm(0) = sin()
) x?) x5 .’E7 1 1.27171 on
* 2 4 2
_ i i_ _1\n z=" 2n
cos(xr) =1— o + TR +(-1) ) +o(z*"),z — 0

n

(L+a)=>" (Z)x’f +o(a*),z =0

k=0
zaa=—1
1 2 3 n—12" n
—=1l-z+2" -2+ ...+ (-1)"""—+o(z"),z =0
1+ n
* 2 3 4
ln(1+m)zx—%4—%—%+...+(—1)"‘1x——|—o(x"),x—>0,xe(—1,1]
n

Teorema 6.2. (Jedinstvenost Tejlorovog polinoma) Ako je f n-puta diferencijabilno u a i ako za neki
polinom P, stepena n vazi da je f(z) = P,(z) + o((x — a)™),x — a, onda je P, Tejlorov polinom f u
okolini tacke a.

Dakle, ako na bilo koji na¢in dobijemo P,, za koji vazi f(x) = P,(z) + o((x — a)™),z — a onda je to
Tejlorov polinom (pod uslovom da je f n-puta diferencijabilno u a).

U praksi se ¢esto Maklorenov razvoj neke funkcije nalazi polazeé¢i od poznatih razvoja elementarnih
funkcija.



Teorema 6.3. Neka f ima u okolini a konaéne izvode do reda n + 1 i neka je R,(z) = f(z) — Tn(x),
gde je T,, Tejlorov polinom f u okolini a. Tada se R,, moze predstaviti u slede¢im oblicima:

(n+1)(a+6(z—a))
e Lagranzov oblik ostatka: R, (z) = £ +1(n:19)!

(x—a)"*t,0 € (0,1)
D) (ato(a—a)
- n!

e Kosijev oblik ostatka: R, (x) (1—-0)"(x —a)"*1,0 € (0,1)

(0 je neodredena veli¢ina koja zavisi od x)



