Ekstremne vrednosti realnih funkcija
dve 1li tri realne promenljive
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1 Kratak teorijski pregled

1.1 Parcijalni izvodi prvog reda

2= f(xy)
Az = f(x+ Ax,y) — f(x,y) parcijalni prirastaj po promenljivoj x
Ayz = f(x,y+Ay) — f(x,y) parcijalni prirastaj po promenljivoj y
Az = f(x+Ax,y+Ay) — f(x,y) totalni prirastaj
/ immﬁo% parcijalni izvod prvog reda po promenljivoj x

. Ayz .. .. .. .
l imay—0 2y parcijalni izvod prvog reda po promenljivoj y

Jd 0z Az

az T ox 7= filx,y) = limAanE

Jd 0z Az

Y T
aiyz = 87y =23y = fy(X,y) = llmAy%OAiy



1.2 Parcijalni izvodi drugog reda
Diferencijal prvog reda funkcije z = f(x,y) je

dz dz
dz = Zydx+zdy = adx—i— iydy

Parcijalni izvodi drugog reda

d=Eh=5%(2) =% 4=i=5(3)=%
Jd (2 9%z J
gy =(g)y = ~ oy (tTyZ) - (t9y)2 m=@h=5
Diferencijal drugog reda funkcije z = f(x,y) je

7! dx® 427"

Sxx &r\

_ 9%z 7.2
= (>d +2a¥a\dxd)+

d’z = dxdy + 2y, dy?

@ )7 d\

Ako su u nekoj tacki My parcijalni izvodi prvog reda funkcije z = f(x,y) jednaki 0,
onda tacku My nazivamo stacionarnom tackom.

1.3 Tacke lokalnog ekstrema
Za tacku My(xo,yo) kaZemo da je tacka lokalnog minimuma funkcije z = f(x,y), ako
vazi:
f(x0,50) < f(x0+Ax,y0+Ay),
tj. ako je totalni prirastaj funkcije z = f(x,y) u ta¢ki Mo(xo,y0) veci ili jednak 0O:

Azo = f(x0+ Ax,y0 +Ay) — f(x0,y0) > 0.

Za taCku My (xo, o) kaZemo da je tacka lokalnog maksimuma funkcije z = f(x,y), ako
vazi:

f(x0,50) = f(x0+Ax,y0 +Ay),
tj. ako je totalni prirastaj funkcije z = f(x,y) u tatki Mo(x9,y0) manji ili jednak O:

Azo = f(x0+ Ax,y0 +Ay) — f(x0,y0) < 0.

Tacke lokalnog minimuma i maksimuma se jednim imenom nazivaju tacke lokalnih
ekstrema.

Ako je My stacionarna tacka i ako je d> f(My) > 0, onda u tacki M, funkcija ima lokalni
minimum.

Ako je My stacionarna tacka i ako je d 2 f(Mp) < 0, onda u tacki My funkcija ima lokalni
maksimum.

Ako je M stacionarna tacka i ako je d”f(My) = 0, onda su potrebna dodatna ispiti-
vanja.



Oznatimo sa A = fy\.(Mo), B = fy,(Mo) = f;(Mo) i C = f,(Mo).

Stacionarna tatka My je ta¢ka lokalnog minimuma ako je AC — B> > 0iA > 0.
Stacionarna tatka My je ta¢ka lokalnog maksimuma ako je AC — B> > 0iA < 0.
Stacionarna taka My nije tacka lokalnog ekstrema ako je AC — B* < 0.

Za stacionarnu ta¢ku My za koju je AC — B> = 0, potrebna su dodatna ispitivanja.
d*f(My) >0 A>0NAC—B>>0 d’f(My) <0< A<OANAC—B*>0

2 Zadaci

2.1 Matematika II — zadaci, str. 271, zadatak 16

Odrediti tacke lokalnih ekstrema funkcije
2=x>+xy+y* —2x—3y.
Resenje.
Odredujemo parcijalne izvode prvog reda:
% —2x+y-2
3—; =x+2y—3

Odredujemo stacionarne tacke:

%: 2x+y—-2=0 y=2-2x x=%
E=0 x+2y-3=0 x+22-20)-3=0 y=%
Postoji jedna stacionarna tatka Mo (3,3 ).
Odredujemo parcijalne izvode drugog reda:
9’z 9%z 9’z 9’z 5

(dx)? =2 oxdy  dyox ! (dy)?

Odredujemo diferencijal drugog reda u tacki My:

Pz = GEHAC 275 dxdy+ G5y
= 2dx*+2dxdy+2dy* = (dx +dy)* +dx> +dy* > 0
Ili ispitujemo uslov u tacki My:
A=2 B=1 (C=2
AC—B*=22—-1>=4-1=3>0 i A=2>0

ZakljuCujemo: Tacka My (1, 3) je tatka lokalnog minimuma.



2.2 Zbirka reSenih zadataka iz matematicke analize I, str. 131, za-
datak 1

Odrediti tacke lokalnih ekstrema funkcije
z=1In(y—2xy)+xy—x.
Resenje.

Odredujemo oblast definisanosti funkcije:

y—2xy>0
y(1—2x)>0

1 1
(y>0Ax< 5)\/(y<0/\x> 5)

Odredujemo parcijalne izvode prvog reda:

L R R R e =
= (120 4x =L px =12
Odredujemo stacionarne tacke:
% =0 3;20
3—2x—y+2xy=0 xy=—1 y=1-2x
1+xy=0 y=1-2x 22 —x—1=0
1+£V1+8 143
A R
1
x1=1,x= —5
x1=1, y=1-2=-1
xzz—% y=14+1=2
Postoje dve stacionarne tacke M, (1,—1) i M> (—3,2).
Odredujemo parcijalne izvode drugog reda:
0%z 4 0?7 0’z 0%z 1

@2~ (=12 oxdy ayx L oy

Ispitujemo da li je tacka M (1, —1) tacka lokalnog ekstrema.



Odredujemo diferencijal drugog reda u tacki M;:
2, _ 9% g2 0% %z 4.2
dz = (ax)zzdx +275ydxdy+ @dy

= —ddx* +2dxdy —dy* = —(dx —dy)* —3dx*> < 0

Ili ispitujemo uslov:
A=—-4 B=1 C=-1
AC—B*=—4.(-1)-12=4-1=3>0 i A=-4<0

ZakljuCujemo: Tac¢ka M (1,—1) je tacka lokalnog maksimuma.

Ispitujemo da li je tatka M, (—1,2) tacka lokalnog ekstrema.
Ispitujemo uslov:

1
A=-1 B=1 C=-—-
4
1 1 3
AC—B*=—-1-[—)-1°=--1=-2<0
(4) 4 3=

Zakljuujemo: Tacka M, (— % , 2) nije tacka lokalnog ekstrema.

2.3 ZadaciireSeni primeri iz matematicke analize za fakultete, str.
220, primer 1

Odrediti tacke lokalnih ekstrema funkcije
_ 3 2
z2=x" 43xy" — 15x — 12y.
Resenje.
Odredujemo parcijalne izvode prvog reda:
% =322 4+3y2 —15=3(x>+)> - 5)
9 = 6xy— 12 = 6(xy—2)
Odredujemo stacionarne tacke:

2

IN]

2
X

K4y —=5=0

Q)

X

=0 xy—2=0 X+%5-5=0

Hy
(o]

y=2 y=2
=52 4+4=0 (FP-1)x*-4)=0

X1=1 xz:—l X3=2 JC4=—2

=2 y»=-2 y3=1 y=-1



Postoje Cetiri stacionarne tacke M (1,2), Ma(—1,-2), M3(2,1) i M4y(—2,-1).
Odredujemo parcijalne izvode drugog reda:

2%z _s 0%z B 0%z _6 0%z
Ox2 " 9xdy ayax 2 (9y)?

Ispitujemo da li je tacka M (1,2) tacka lokalnog ekstrema.
Ispitujemo uslov: A—6 B—12 C—6

AC—B*=6-6—12"=36—144=—108 < 0
ZakljuCujemo: Tacka M, (1,2) nije tatka lokalnog ekstrema.

Ispitujemo da li je tacka M>(—1, —2) tacka lokalnog ekstrema.
Ispitujemo uslov: A—_6 B—_12 C—_6

AC—B?>=—6-(—6)— (—12)> =36 — 144 = —108 < 0
ZakljuCujemo: Tacka M, (—1,—2) nije tacka lokalnog ekstrema.

Ispitujemo da li je tacka M3(2, 1) tacka lokalnog ekstrema.
Ispitujemo uslov: A—12 B—6 C—12

AC—B*=12-12—-6>=144-36=108>0 i A=12>0
ZakljuCujemo: Tacka M5 (—3,2) je tatka lokalnog minimuma.

Ispitujemo da li je tacka Ms(—2,—1) tacka lokalnog ekstrema.
Ispitujemo uslov: A—_12 B—_6 C—_12

AC—B>=—12-(—12) = (—6)>=144-36=108>0 i A=-12<0

ZakljuCujemo: Tacka My(—2,—1) je tatka lokalnog maksimuma.

2.4 Matematika II — zadaci, str. 272, zadatak 17
Odrediti tacke lokalnih ekstrema funkcije
z=(—2)’++2).
Resenje.
Odredujemo parcijalne izvode prvog reda:
% =2(y-2)(~1) =2x )

E=2(y—x)+3(y+2)



Odredujemo stacionarne tacke:

F=0 2(x—y)=0 x=y x=-2
F=0 2-0)+3(p+2P=0 y=-2 y=-2

Postoji jedna stacionarna tacka My(—2,—2).
Odredujemo parcijalne izvode drugog reda:
*z 9’z 9%z ) %z
(dx)2 oxdy  dydx (dy)?

=24+6(y+2)=6y+14

Ispitujemo uslov u tacki My:
A=2 B=-2 Cc=2

AC—B*=2.2—(-2)?=4-4=0

Odredujemo diferencijal drugog reda u tacki My:

2, _ 9 2 2
d*z = (axfzd +23xaydxdy+(ay) dy

= 2dx? —4dxdy+2dy* = 2(dx —dy)?
d’z=0 za dx=dy

2= flny) = =2+ +2)°
Odredujemo totalni prirastaj u tacki Mo(—2,—2):
Az = f(—2+Ax,—2+Ay)— f(~2,-2)
[((=24Ay) = (=24 A%))2 + (=24 Ay) +2)°]
[(—2- +(—2+42)°]
= (dy- Ax) +ay?

=MA&>0 = Az>0
Ay=MA<0 = Az<0

Totalni prira$taj menja znak u tacki My(—2,—2).

Tacka Mo(—2,—2) nije tacka lokalnog ekstrema.



2.5 Zbirka reSenih zadataka iz matematicke analize I, str. 132, za-
datak 2

Odrediti tacke lokalnih ekstrema funkcije
z=xt 4y =% =2y — )2
Resenje.
Odredujemo parcijalne izvode prvog reda:
% =4x3 —2x—2y

g—; =4y3 —2x—2y

Odredujemo stacionarne tacke:

2=0 4% —2x—2y=0 D=y
3—;:0 4y’ —2x—2y=0 28 —x—y=0
y=x y=x
263 —2x=0 x(x—1)(x+1)=0
X1=O x2:1 X3=—1

yi=0 y=1 y;=-1
Postoje tri stacionarne tatke M;(0,0), Ma(1,1) i Mz(—1,—1).

Odredujemo parcijalne izvode drugog reda:

2, 3 9?
< f o ZE 42

822 2
=12x“-2 =
(dy)?

(dx)? oxdy  dydx

Ispitujemo da li je tatka M (0,0) tacka lokalnog ekstrema.

Ispitujemo uslov:
A=-2 B=-2 C=-2

AC—B*=-2.(=2)—(-2)>=4-4=0
2= flxy) =x' 4yt = =20y —y?
Odredujemo totalni prirastaj u tacki M;(0,0):
f(Ax,Ay) - £(0,0)
= A A — AP - 2AxAy — AY?

Az

= A HA - (Ay+Ax)2



Ay=—-Ax = Az=2Ay*>0
Ay=Ax = Az=2Ay"—4Ay’ =2Ay*(AYy* —-2) <0

Totalni prira$taj menja znak u tacki M, (0,0).

Tacka M, (0,0) nije tacka lokalnog ekstrema.
Ispitujemo da li je tatka M,(1, 1) tacka lokalnog ekstrema.

Ispitujemo uslov:
A=10 B=-2 c=10

AC—B*=10-10—(-2)>=100-4=96>00 i A=10>0
ZakljuCujemo: Tacka M,(1,1) je tacka lokalnog minimuma.
Ispitujemo da li je tacka M3(—1,—1) tatka lokalnog ekstrema.

Ispitujemo uslov:
A=10 B=-2 c=10

AC—B*=10-10—(-2)>=100-4=96>00 i A=10>0
Zaklju¢ujemo: Tacka M3(—1,—1) je tatka lokalnog minimuma.

2.6 Zbirka resenih zadataka iz matematicke analize I, str. 133, za-
datak 3

Odrediti tacke lokalnih ekstrema funkcije
u=x> +2y2+2z2+2xy+2yz+4x+6y+6z.
Resenje.
Odredujemo parcijalne izvode prvog reda:
9 —2x+2y+4
P —4y+2x+22+6
‘3—;‘ =4z+2y+6

Odredujemo stacionarne tacke:

x+y+ 2=0 x=-2-y 7=-2
x+2y+ z+3 =0 y=-2z-3 y=1
y+2z+3 =0 —2—-27—-3+4z+3=0 x=-3



Postoji jedna stacionarna tacka My(—3,1,—2).

Odredujemo parcijalne izvode drugog reda:

02u -2 2u _ 9%u _ 2u _ % =0
(3)()2 - dxdy — dydx dxdz ~ dzdx —
%u Pu _ *u u

(dy)2 — 4 dydz ~— dydx — 2 (9z)2 — 4

Ispitujemo da i je tacka Mo(—3, 1, —2) tacka lokalnog ekstrema.

Odredujemo diferencijal drugog reda u tacki My:

2. _ 02 2, 9% 2, 92 2
P = Fde Fhdy + S

+ 24 dxdy+ 24 dxdz+2 9 dydz

= 2dx?+4dy* + 4dz* + ddxdy + 4dydz
= 2(dx+dy)*+2(dy+dz)?> +2d7* >0

Zakljuujemo: Tacka My(—3,1,—2) je tatka lokalnog minimuma.

2.7 Zadaci za vezbu
Odrediti tacke lokalnih ekstrema funkcije
u=x>+y*+7>+2x+4y—6z.
Resenje.
Odredujemo parcijalne izvode prvog reda:
9 —2x+2=2(x+1)
=2y +4=2(y+2)
¢ =27-6=2(z—3)

Odredujemo stacionarne tacke:

x+1=0 x=-1
y+2=0 y=-2
z—3=0 z=3

Postoji jedna stacionarna tacka My(—1,—2,3).

Odredujemo parcijalne izvode drugog reda:

2%u ) P2u _ *u 2y 9%u =0
(0x)2 — dxdy — dydx — dxdz — dzdx
u 2 °u 9%u — u 2

(dy)2 dydz dyox (9z)?



Ispitujemo da li je tacka My(—3, 1, —2) taka lokalnog ekstrema.

Odredujemo diferencijal drugog reda u tacki My:

2. 9? 2, 9% 2, 92 2
d°z = (ax‘)‘zdx +(ay;‘2dy +(azg‘zdz

+ 24 dxdy+ 24k dxdz+2 4 dydz

= 2dx*+2dy*+2d7* >0

ZakljuCujemo: Tacka My(—3,1,—2) je tatka lokalnog minimuma.
Odrediti tacke lokalnih ekstrema funkcija:

o 7=e(x+y>+22),

o 7=x3+8y> —6xy+5,

o z=(x—y)?+ (-1

o 7= (X +y)/e,

o z=23Ing +2Iny+In(12—-x—y),

. z:x72y+ln\/m+3arctg§,
o z=x>+y> —3xy,

o 7=x>4+6y> —6x+12y+ 10,

o 7=—2x> —dy* +dx+2y—4dxy— 12,
o 1=V (x2—2y?),

o u=x+y2+72+12xy+2z
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