Glava 3

VEKTORSKI PROSTORI I

LINEARNI OPERATORI

1 Vektorski prostori

1.1 Vektorski prostor, definicija, osnovna svojstva

Definicija 1.1. Neka su dati neprazan skup V i polje F = (F, +p, -r). Ele-
mente skupa V' nazivamo vektorima, a elemente skupa F nazivamo skalarima.
Osim toga, neka je data operacija + :V x V — V, koju nazivamo sabiranje
vektora, 1 spoljasnja operacija - : F x V. — V, koju nazivamo mnozenje
vektora skalarom, sa sledeéim osobinama:

(1) (V,+) je Abelova grupa, tj. osim zatvorenosti vazi:

(1.1) asocijativnost: (Vz,y,2)xz+ (y+2) = (z +y) + 2,
(1.2) egzistencija neutralnog elementa:
(JecV)(VzeV)zt+e=cet+z =2z,
(1.8) egzistencija inverznih elemenata:
Ve V)FyeV)z+y=y+z=e,
gde je e neutralni element za sabiranje vektora,
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(1.4) komutativnost: (Vz,yeV)z+y=y+72,
(2) VﬂGF)(V::;,:f;EV)a-(:::+?})‘—”a-:c+(r-y,
(8) Va,B€ F)(Nx €V) (a+pB)-z=a-z+pBZ,

(
(

(4) (Va,B € F)(Vz € V) (arB) - z=a- (8=%),
(

(5) (VzeV) 1l -z=z, gdejel jedinicni eletent za mmnoZenje u polj, P

Tada se algebarska struktura V = (V, F, +, -) naziva vektorski prostor v nad
poljem F.

Najéesée éemo koristiti kracu oznaku V = (V, F) . Ako je F polje realyj
brojeva, odgovarajuci vektorski prostor nazivamo realnim, a ako je F polje
kompleksnih brojeva, odgovarajuci vektorski prostor nazivamo %.

U daljem tekstu ¢emo umesto + ¢ i -F pisati kratko + i -, a iz konteksts
¢e biti jasno na koje se operacije misli.

Neutralni element za sabiranje vektora naziva se nula-vektor i oznagava
sa 0. Istu oznaku ¢emo koristiti i za neutralni element za sabiranje u polju
F, a iz konteksta ¢e se uvek videti na sta se koja oznaka odnosi.

Inverzni element —z elementa z € V u odnosu na operaciju sabiranja
vektora naziva se suprotni vektor vektora z € V.

Razliku vektora z,y € V, u oznaci z — y, definisemo sa  + (—y). Sada
¢emo navesti neke osnovne relacije koje vaze u vektorskim prostorima.

Teorema 1.2. Neka je V = (V,F,+,)

vektorski prostor nad poljem F.
Neka su z,y€eV 1 a,f€F. Tada:

(1) 0-z =0,
(2) a-0=0,

(3) "—(a-x)za.(__m): (_Q:)‘.'E
(4) (‘*1) T = =

(5) a-.’c:(]@azovxzo'
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1. VEKTORSKI PROSTORI 77

desnoj strani i dobijamo 0 -z = 0.

(2) a-0=a-0+0)=a-04+a«a-0. Dodavanjem — (c - 0) levoj i F—
strani dobijamo 0 -z = 0.

(3) a-z+a-(—z)=0a-(z+(-z)) = a-0=0. Sada sledi da je — (a-z) =
a-(-z). a-z+(-a)z = (a+ (-a))-z = 0-z = 0. Dakle, — (a - z) = (—a)-z.

@ (-1)-z=1-(-2) = ==
(5) Neka je a # 0. Tada:
a-m=0=>(a_])-(a-ﬂ:):0:>(a‘1-a)-rz::0=>1-:r=0=>$=0

Sada, ako je -z = 0 Az # 0, ne moze biti i a # 0 po prethodno
dokazanom. Dakle, @ = 0. Kona¢no, -z =0 a=0vz=0. 0O

Primer 1.3. Neka je dat skup
R® = {(z1, 22, 73) |71, 22,73 € R} .

Elemente tog skupa nazivaéemo vektorima. U tom skupu definisimo operacije
sabiranja vektora i mnoZenja vektora skalarom na slede¢i nacin:

z +y=(z1,%2,23) + (¥1,%2,¥3) = (T1 + Y1, %2 + ¥2, 23 + ¥3) ,
o -z = a(zT],z9,73) = (az1, 0T, aT3),

za proizvoljne vektore z,y € R3 i skalar a € R.

Algebarska struktura R3 = (R3, R) sa ovako uvedenim operacijama sabi-
ranja vektora i mnozenja vektora skalarom je vektorski prostor.

Resenje. Pokazimo prvo da je (R®,+) Abelova grupa.
(1) Zatvorenost ‘ )
Dokazimo da za proizvoljne vektore z,y € R® vaziz +y € R°.
Neka je @ = (z1,%2,73) 1y = (y1,Y2,93)- Tada je
T +y = (21,72,73) + (U1, ¥2,93) = (@1 + YL T2+ Y2, T3+ Y3) ;

a kako u polju (R, +,-) vazi zatvorenost za sabiranje, zaklju¢ujemo da
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:rl+y1ER,$2+?}2€Ri$3+y3ER, ]

odnosno -
(z1+y1,xz+y2,$3+y3) =z+1ye RS,

(2) Asoctjativnost - .
Neka su z,y, z € R® proizvoljni vektorl.

Neka je z = (€1, 22,%3), Y = (y1,92,93) 1 2 = (21,29, 23).

Dokazimo da vazi:
@+y)+r=z+y+2).
Zbog asocijativnosti sabiranja u polju (R, +, ) vazi:
(z +y) + z = ((z1,72,73) + (Y1, ¥2,¥3)) + (21, 20, 23) =

= (z1 + 11,22 + Y2, T3 + y3) + (21, 22, 23) =

= ((z1 +y1) + 21, (T2 + ¥2) + 22, (T3 + y3) + 23) =

=(z1+ (@ +21),22+ (Y2 + 22) , 23 + (Y3 + 23)) =
= (z1,22,3) + (1 + 21,2 + 22,93 + 23) =

= (21,22,23) + (%1, Y2, ¥3) + (21, 22, 23)) = z + (y + 2)

(3) Komutativnost
Dokazimo da za proizvoljne vektore T,yE R vazriz+y=y+z
Neka je z = (z1,29,23) i y = (v1, Y2, 3).

Zbog komutativnosti sabiranja u polju (R, +, ) vazi:

T (:El,ﬂ:Q,IBa) g o (y11y2:y3) = (:1:1 e Y1, T2 +y2}$3 +y3) 4

= (41 + 21,9, +Z2,y3 + x3) = (1,92, 93) + (21,0,08) =Y +F ]

(4) Egzistencija neviralnog elementq

0= 3 .
0,0, OeRr Je neutralni element za sabiranje-
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1. VEKTORSKI PROSTORI 79

Dokazimo da za svako = € R® vazi £4-0 = 0+z = z. Nekaje z = (z1, %2, 23)
tada je: . 1,42,43/,

z+0= (I1,$2,:I:3) + (0,0,0) - (931 40,25+ 0, z3 +0) s (1:11:32,:33) g

jer je 0 neutral za sabiranje u R.

(5) Egzistencya inverznih elemenata
Dokazimo da za svako z € R3 postoji y € R3 tako da vazi z+y =y+z = 0.

Neka je z = (z1,22,23) i ¥ = (y1,%2,y3). Tada iz
T +vy = (71,72, 23) + (1,92, ¥3) = (z1 + y1, T2 + 2,23 + ¥3) = (0,0,0)
sledizi+11 =0, z2+y2 =0, z3+y3 =0, pajey1 = —T1, y2 = —%2

i z3 = —x3, gde su —T1. — T3, —z3 € R odgovarajudi inverzni (suprotni)
clementi clementima z1, z2,z3 € R.

Dakle,
y = (—z1, -T2, —73) € R®

je inverzni element elementu = = (21, Z2, z3) u odnosu na sabiranje vektora.
Sada iz (1), (2), (3), (4) i (5) sledi da je (R3,+) Abelova grupa.
Dokazimo sada ostale osobine vezane za mnozenje vektora skalarom.

(1) Dokazimo prvo da (Va € R) (Vz,y € R)a-(z+y)=a-z+a-y.
Neka je z = (z1,2,23) iy = (1,92, ¥3)-
Tada iz distributivnosti koja vazi u polju (R, +, ) sledi:
a(z+y) = a((:cl,:r:g,:vg) + (y1,Y2,¥3)) = @ (z1 +y1,%2 + Y2, T3 + Y3) =
=(a(z; +v1), (z2 + Y2), & (z3+ y3)) = (az1 + ay1, aT2 + ayz, 0T3 + ay3) =

= (a1, azy, az3) + (aylsay2zay3) = a(z1,22,73) + @ (v1,y2,¥3) = az + ay.

(2) Dokazimo sada da (Va, B € R) (Vz € R%) (a+B)-z=a-z+ B-z.
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(a+B)z = (a+B) (z1,22,73) = (o +,3)$1,(a+,8)3:2,

(&+5):€3)§

= (az; + Bz, az9 + Bz2, az3 + Bz3) = (azy, T2, azxy) 4 (

= a($1,$2,$3) ¥ ﬁ($1,$2, m3) = ax + )83:

: 3
(4) Dokazimo sada da je (Yo, B € R) (Vz € R%) (« . B) = @ (8.
Zbog asocijativnosti mnozenja u (R, +, -) imamo:

(@-f) 2 =(a-B) (z1,72,73) = ((a- B) - 21, (a - B)

=

T2 (e ). gy

=(a-(B-m1),a-(B-22),0-(B-23)) = - (Bm1,ﬁ.—n2,ﬁm3) -
=a-(B-(z1,22,73)) =a- (8- z)

(5) Sada dokazimo da (Vz € R3) 1-z = 4.

Lz =1-(z1,22,23) = (12,1 25,1 ‘T3) =g,
Dakle, R® = (R® R) je vektorski prostor.
Primer 1.4. Nekq Je dat skup R™ — {(

cije cemo elemente nazivati vektorima.
sabiranja vektorq i mnozenja vektora skql

Ty, I3, "",-:I:n) |:I:1: T, =y Ty € R}:
U tom skupu definisimo operacije
arom na sledeéi nacin:
T+ Y= (m}.l L2y ey ﬂ?n) t (yla Y2, "':yn) E= (xl + Y1, T2 + yo, wesy Tn +y“)’
QT =o(z,z,, eyl ) = (azy, oz,

2a proizvoline vektore T,y € R" i skalar o € R. Algebarska struktura R"=
(R™ R) sa ovako uvedenim operg,

cijama sabiranja vektora i mnoZenja vektors:
skalarom je vektorski prostor.

sy i ] 5

Dokaz je analogan dokazy Prvom primeru.

Primer 1.5, eka je F = (F,+,) proizvoljno polje i neka je dat skup

F* = {(551,1172, .-.,f[:n) |$1,$2,...,$n € F}‘»'
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cije cemo elemente nazivati vektorima. U tom skupu definisimo operacije
sabiranja vektora i mnozZenja vektora skalarom na sledeéi nacin:

T+ Y= (:31:1'2: --'::rﬂ) = (yls Y2, “-:yﬂ) == (3:1 = . T A Y weny B -} ‘yn) ’

@ & = 0 (01,850 Tp) = (O QT2, 50y G ) 5
za proizvoline vektore x,y € F™ i skalar a € F.

Algebarska struktura F™* = (F™, F) sa ovako uvedenim operacijama sabi-
ranja vektora i mnoZenja vektora skalarom je vektorski prostor.

Dokaz je analogan dokazu u prvom primeru.

Primer 1.6. Neka je dat skup matrica dimenzija m X n nad poljem F:

ajilr a2 ... QGin
az; a2 ... Q2 . '
me'“z . ) . I(L;‘jEF,’t.=1,...,m,j :17---:71
| Gm1 Gm2 - Omn |

Elemente ovog skupa nazivamo vektorima. Definisimo u ovom skupu
sabiranje vektora i mnoZenje vektora skalarom.

[ a1y a2 .- Qn bin bz .. bin
azi a92 ve.  Q9p bo1 bgg b?'n.
Pt : 3 : T : "y : -
ami Qm2 --- Omn | f Beiit bm2 bmn )
[ ap+bu ezt+bz o O Divi
ap; +bo1  az+bz . Gt bon
am1 + bm1  Qm2 +bm2 - Omn + bmn ]
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82
[ a1 012 G1n S S Qay,
agy Gagz .- G2 | | @021 aazx aay,
- A = X i . ¢
aa aa
| am1 Gm2 - amn | 1 ml v S ST

Sliéno kao v prethodnom, lako se pokazuje da je strukturq

Fm = (F™",F),

sa ovako uvedenim operacijama sabiranja vektora i mnoZenja vektor, skalg
vektorski prostor. Primetimo da je nula-vektor matrica

[ B ... 9
00 .. O
BB s O

dimenzija m X M.

Primer 1.7. Neka je dat skup svih realnih polinoma stepena manjeg ili jed.
nakog n (n € N ). Elementi tog skupa su vektorsi.

n—1

P, = {an-’ﬂn-i-an-lﬁ" + ...+ a1z + ag |ag, ay, ..., a, € R}.

Definisimo sabiranje vektora i mnoZenje vektora skalarom. Neka su

Q1(z) =az™ +ay1z™ 1 4 ... + a1x + ag 1

Q@2 (I") = bpz™ + bn_lmn_l + ...+ bz + by

dva proizvoljna polinoma iz ovog skupa i ¢ € R proizvoljan skalar.

Q1(z) + Q2 (z) =

= (@nz" +an12" 4 . fagz 4 ag) + (bpz™ + bp_1z™ 4.t R

= (an +by) 2™ + (@n—1+byy)z™ 1 4. + (ay +b1)z+ (a0 +h)

¢ Q1(2) =c (2™ + ap_12™ 1 + ... + @z +0) =

SRR PRSP 2

=(C'aﬂ)m"+(c'an=1)$"“1+...—i—(c-a1)$+c'aﬂ

Ml
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Lako se t'i.okazuje da je P = (P,,R) vektorski prostor. Primetna je
jasna analogija sa prostorom R™ | koji mozemo predstaviti kao

n+l __
R — {(a‘na an—1, teey a],ag) |0.n, an—1,.--,01,0Qp c R} .

Primer 1.8. Neka je D neprazan skup i F = (F,+,-) proizvoljno polje.
Neka je FP skup svih funkcija koje slikaju skup D u skup F. Ovaj skup
sa operacijama sabiranja vektora i mnozenja vektora skalarom je vektorski
prostor nad poljem F. Navedene operacije definisu se na sledeéi nacin:
(Vz € D) (f +9)(z) = f(z) + g (2),
(Vz € D)(c-f)(z)=c- f(z),

gde su f i g proizvoljne funkcije iz FP ac e R proizvoljan skalar.

Primer 1.9. Skup svih realnih neprekidnih funkcija na intervalu [a,b], u
oznaci C [a,b], ¢ini vektorski prostor nad poljem R, sa operacijama sabiranja
vektora i mnoZenja vektora skalarom definisanim na sledeci nacin:

(Vf,g € Cla,b)) (Vz € [a,8]) (f +9) (=) = f (&) + 9 (),

(Vf € Cla,b]) (Yc € R) (Vz € [a,b]) (c- f) (z) = c- [ (2).
Ako su f i g neprekidne funkcije na intervalu [a,b], onda su i funkcije f+g
ic- f (c € R) takode neprekidne na [a,b]. .

Primer 1.10. Skup svih realnih nizova {an},cy, ¥ 0znaci lp, za koje vazi

+20 =4 Ly ; sk
3 |an|P < o0, sa operactjama sabiranja vektora i mnoZenja vektora skalarom

n=1

definisanih na slede¢i naéin: {an} + {bn} = {an +bn}, ¢ {an} = {c-an}
¢ini vektorski prostor nad poljem R.

Primer 1.11. Skup svih rlealnz'h, integrabilnih funkcija definisanth na inter-
valu [a,b], w oznaci Ly [a,b], za koje vazt

b
/U@Wﬂ<+m,
a
sa operacijama sabiranja vektora i mnozenja vektora skalarom definisanth na
sledeéi nacin:
(Vf,g € Lpa,b]) (Vz € [a,0]) (f + 9) () = f (z) +9(2),
(Vf € Ly [a,b]) (Vc € R) (Vz € [a,b]) (c- f) (z) =¢- f(z).

&ini vektorski prostor nad poljem R.
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1.2 Potprostori vektorskih prostora

; Jtorski prostor V = (VF). nmip.
N eka “75, difk::aje U = (U, F) wvektorski pro)'s-tof;ktdife U
neprazan podskup skupa V kasemo da je U vektorski potw, vek Nog,

2 ne 12 . ;
na aperacie 2SI (0} §U #V, hademo da je potprostor pruy
prostora V. ’ T

] 113.]U = (U,F) je potprostor vektorskog prostora V < v B
‘T; Ol:er[j'lanep.,mz.an podskup skupa V', ako i samo ako vaze uslovy;: b
gae je

(1) (Va:,yeU)s:+y€U
(2) (Vz € U)(Va€ F)az €U.

Dokaz. Ako je U potprostor vektorskog prostora V, onda je ocigledno g,

vaze uslovi 1) i 2). Sada pretpostavimo da vaze uslovi 1) i 2), tj.

(Vz,yEU):t:—I—yeUi(VEEU)(VQEF)Q:J:EU.

Pokazimo sada da je U = (U, F) vektorski prostor.

Dokazimo prvo da je (U, +) Abelova grupa. Zatvorenost vazi zbog uslova
1). Asocijativnost i komutativnost vaze na nadskupu V', pa vaze i na U. Po
uslovu 2) 0-z € U, tj. neutralni element za sabiranje pripada skupu U, ;.
0 € U. Sli¢no, (1) -z € U, odnosno —z € U, pa, zaista, suprotni vektor
svakog vektora iz U takode pripada U. Dakle, (U, +) jeste Abelova grupa.

Osobine 2), 3), 4) i 5) iz definicije vektorskog prostora vaze na skupu V,
pa, samim tim, vaze i na njegovom podskupu U. Na ovaj nacin dokazano e
da je U = (U, F) vektorski prostor, a kako je U C V, zakljutujemo da je U
potrostor prostora V. O

Napomena 1.14. Uslovi 1) i 2) iz prethodne teoreme ekvivalentni st uslov?

(Vz,y € U) (Yo, € F)az + By € U.
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Teorema 1.15.\U = (U, F) je potprostor vektorskog prostora V = (V,F),
gde je U neprazan podskup skupa V', ako i samo ako vazi:

(Va,y € U) (Vo B € F)az+ By e U.

Napomena 1.16. Oua teorema se najéesée koristi u dokaziv s e diekia
struktura potprostor datog vektorskog prostora. Takode, moze se koristiti i
da se na jednostavniji nacin pokase da je neka struktura vektorski prostor,
dokazivanjem da je potprostor nekog poznatog vektorskog prostora.

Primer 1.17. Posmatrajmo vektorski prostor My realnih kvadratnih ma-

trica reda 3. Neka je U podskup skupa realnih kvadratnih matrica reda 3
definisan sa

ra,b,ce R

-
Il
[ T = T e |
L . L e
o O 0

U je neprazan podskup skupa Ms3.
Pokazimo da (Vz,y € U) Vo, € R)az + Py € U.

Resenje.
0 0 C1 0 0 co
ar+Py=a|a b 0 +B|ax by 0 | =
0 0 O 0 0 0
0 0 acy + b
= | aa; + Pag ab + Bb 0 el,
0 0 0

jer aa; + Bas € R, aby + Bbz € Riaa + Bes € R zbog osobina polja.

Dakle, (U,R) je vektorski potprostor prostora M3 rcalnih kvadratnih

matrica reda 3.
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|
je zadatak bio da se dokaZe da je

Napomena 1.18. Da

0

0 0
U= a b IG,?),CER
0 0

oo

ama, vektorski prostor, moglo se upray, .
Vakg

ovarajucim operacty
tor poznatog vektorskog prostora Ms.

sa odg
potpros

dokazivali, tj. da je
can nacin kao u prethodnom primeru moZe se dokazy;

= = & -, - . . T
(gornge tli donje), dijagonalne matrice (sve nad datin
obrazuju potprostore vektorskog prostora syij
(uz odgovarajuce operacije sabi

Primer 1.19. Na slt

da trougaone matrice
poljem F 1 dimenzija 1 X 1)
kvadratnih matrica reda n nad poljem F
ranja matrica t mnozenja matrica elementima polja F).

Primer 1.20. Neka je dat homogen sistem linearnih jednacina sam Jednacing

i n nepoznatih:
a1z + a12x2 + ... + @inTn
ag1x1 + @2222 + ...+ a2pTp = 0

= {)

am1L1 + Am2T2 + e. ¥+ AmnTn = 0

Napisimo taj sistem u matriénom obliku: AX =0, gde je

[(a11 a1z ... an ] F L1 -’ [0 |
az; a2 ... dg
A — 2n H i) 0
P ’ x — i ¥ 0 —_—
| Oml Qm2 ... Qmp i .’ICHJ O_l

0 Sa L G 1 Sk'ﬂ ?{35'(,'}1 -tl ovoqg s ste'nm Obaf; 5‘;’“};
j» }50 nﬂge L Si‘)‘f("?!.‘, 'H.’U(,k .? ( J T 3 7 . 7 pe [: ] |
(¥4 7 7 ol C 2K tTna ar t?‘iﬁi‘(]f 1 .
4 JaLlilo rese e f 0 E
’ s f o o

Dokazimo da je V =
aje V= (V,F) potprostor prostora (F™, F).

ResSenje. N
- Neka su X i Y dva proizvol;
dva proivoljna skalara i, (é"’:fl OIZ;()]°]IIH resenja ovog sistema i neka st @ i
reSenja V, tj. dokazimeo | 4108 polja. Dokazi s ( X
, t. azim _— azimo da aX ipada skUP
o da vazi A . (X + BY) =0 K;i{ﬁy p;p.ai reéerlja
= 0. osu X1
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OVOE, S!St()]l-lil., vazloAX. =01i AY = 0. Na osnovu poznatih osobina koje vaze
a0 mnozZenje matrica 1 mnozenje matrica skalarom imamo:

A(aX+BY) =A-(aX) + A (BY) = aAX + fAY = a- 0+ 80 =0,

tj. aX + BY je takode reSenje ovog sistema. Na osnovu Teoreme 1.15. za-
kljucujemo da je zaista V = (V, F) potprostor prostora " = (F™, F). Ovim
smo dokazali 1 da je prostor resenja homogenog sistema linearnih jednacina

vektorski prostor nad datim poljem. (Pogledati poglavlje o sistemima lin-
carnil jednacina.)

Napomena. ReSenja nehomogenog sistema linearnih jednagina nad poljem
F ne obrazuju vektorski prostor.

Primer 1.21. Posmatrajmo vektorski prostor V svih realnih funkcija,
v =RR.

Skup svih parnih funkcija

p={/ € R |(Vz € B) f (~2) = f (<) }

u odnosu na nasledene osobine sabiranja i mnoZenja funkcija realnim broje-
vima, obrazuje potprostor vektorskog prostora V.

Resenje. Dokazimo da vaii
(Vf,g € Up) (Va, B € R) aof + Bg € Un.
Zaista, za svako z € R vaii:
(af + Bg) (~z) = af (~2) + Bg (—2) = of (z) + Py (z) = (af + Bg) (z) ,

t.
af +Bg € Up.

Sli¢no se moze pokazati i za skup neparnih funkcija

U= {7 € RRI(va € B)f (-2) = —=f ()}
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je dal vektorski prostor V = (V,F). Iz,
a je dat

Definicija 1.22. Nek

o171 + a2 + ... 4+ QnTn,

an € F naziva se linearng kombina ‘
- b

) e T
gde su T1,Z2; -+ Tn eV 101,02,

vektora T1,T2; - Tn-

Definicija 1.23. Neka je dat vektorski prostor V.= (V.F). Zg ygp,

g ; avisni ako postoje skalari
.. Ty € V kaZemo da su linearno zavisnt aro posioj a1, 0y,

T1,T2,: l@é'lt od 'R,’U,le, tﬂko da vazi Qn

F, od kojih je bar jedan Taz

a1ry + a2T2 + - + apzn = 0.

u linearno zavisni nazwaju s linearno nezavisnim.

Vektort koji mis
Dakle, vektori 1,Z2; .-, Tn € V su linearno nezavisni ako i samo ako, 73
proizvoljne skalare a1, @z, ..., @n € F,
iz a1z + agx2 + ...t apTyhp = 0 sledi =0y =..=0,=0.

Kaze se da je skup vektora linearno zavisan ili nezavisan ako su vektori iz
tog skupa linearno zavisni ili nezavisni.

Teorema 1.24. U vektorskom prostoru V = (V| F) vaze slededa lvdenja:

(1) Ako je neki od vektora z,zo,...,z, € V nula vektor, skup vektoraje
linearno zavisan.

(2) Ako su neki od vektora z1,zy,....z, € V medusobno jednaki, skup
vektora je linearno zavisan. "

(8) Ako Je .Sk“p vektora z1,zy, ...z, € V linearno nezavisan, onda j¢ i
svaki njegov podskup, takode linearno nezavisan. |

(4) Ako je skup vektora L1585 50, 5,

; € V linearno zavisan, onda je i svakt
njegov nadskup takode linearno 2

avisan.
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(5) Ako je skup veklora z1, zy, - Zn € V linearno nezavisan, i ako su
1,02, € F 11,85 ... 8, € F takvi da vazi
a1T1 + oz + ... + AnZy = a7 + Bozo + ... + Brn,

tada je a1 = 51:(12 = 482: ey O = ﬁn-

(6) Skup vektora je linearno zavisan ako i samo ako je neki od vektora
linearna kombinacija ostalih.

Dokaz. (1) Neka je, na primer, z; = 0. Tada za
al=1ia’2’—*a’3=...=an=0

vazl
o121 + a2z + ... + apzy =0,

tj. vektori z1,2,...,Zn € V su linearno zavisni.

(2) Neka je, na primer, z; = z3. Tada za
ogi=lm=—licgg=04=w=tp=10

vazi
a1z + asza + ... + any = 0,

tj. vektori x1,Z2, ..., Zn € V su linearno zavisni.

(3) Neka je o171 + a2 + ... + @mTm =0, m < 7. Tada je
aiTy + a2 + ... + amTm + 0- Emigr -t 0 Bipa Fwurk 0-z,=0.
Kako su vektori z1, T2, --., Zn € V lincarno nezavisni, sledi da je

afl:(]’z_—"...-_—am‘:o:

tj. vektori z1, 9, ..., Tm su takode linearno nezavistl.

(4) Vektori &y, 3, ..., n € V su linearno zavisni, pa postoje skalari

y, X2, Y S F:
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i je bar neki razlicit od nule, takvi da je

sad linearnu kombinaciju vektora

Posm atrajmo

21,L2y Zn;Tntls o Tm € i4

Iz prethodn® prctposta.vkc sledi da postoje skalari, koji nisu svi jednal; -
takvi da je i

(5) Neka je
a1 + 22 R prz1 + Pez2 + - + Bun.

Odavde sledi da je
(1 — Br)z1+ (ag — f2) T2+ - T (an — Bn) Tn =0

Kako su vektori 1, %2, - In ¢ V linearno nezavisni, sledi da je

aq _ﬁl :0: a2—/82 = 0:'": Qn —/Bﬂ- a 0:

tj. o1 = By 02 = Payeny On = B
(6) Neka su vektori z1,Z2, ..y Zn €V linearno zavisni.
Tada postoji i € {1,2,...,n} tako da je
a1T1 + @z + ... + QnTn = 0

i a; # 0. Odatle sledi da se ve . Moz isati

, vektor z; mozZe napisati na sledeCl nacin:

T
- -1
. Z (0'1 ' ij) 5

j=1
J#t
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tj. kao linearna kombinacija preostalih vektora

n
zi= ) Bizj.
j=1
JF#
Tada je
prz1 + Pata + - fi1Ti1 + Ti + finaTip1 + .. + Pnn =0,

tj. vektori T1,%2; s Tn € V su linearno zavisni. O

Primer 1.25. Dati su vektori u R3: z; = (1,0,5), z2 = (2,—-1,2) i z3 =
(0,3,0). Ispitati njihovi linearnu zavisnost. ’

Resenje.

1T + 022 + a3T3 = 0< o (1,0,5) + a2 (2,-1,2) + a3 (0,3,0) =0«

& (a1 + 2ag,—az + 3as, bag + 2ag) = (0,0,0)

Ovo je ekvivalentno sistemu:

ap 2oz = ()
—ay +3az =0
5a; “+2a2 =0

Lako se vidi da ovaj sistem ima samo trivijalno reSenje, tj. a1 = @2 =

a3 = 0, pa su vektori Z1, Tol z3 linearno nezavisnl.

Primer 1.26. U vektorskom prostoru realnih matrica dimenzije 2 X 3 dati

su vektor:

$1=[001],$2:[0 = | 3:|'E$3-—[033
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11 isnoSt.
Ispitati njihovt linearnu 20V

Resenje.

qpT1 + @2%2 + A3T3 = 0

o 0 -1
0 0 1}+a2[0 i

+ a3
<=>C|:'1 0 2 0

0 0 ap—og+az | _[0 00
@[0 201 — ag + 3a3 3ag + 3a3 0O 0 0]
Ovo je ekvivalentno sistemu:

o —Qg +az3 = 0
201 —ap +3az =0
3ag +3az =0

Resenje ovog sistema je
(al,ag,ag) = ('-Qt, —t,t), teR.

Dakle, vektori z1, 25 i z3 su linearno zavisni.

Na primer, za t = —1, dobijamo 2z + 5 — 23 =0, ili z3 = 227 + 29, t].

svaki o 3, S€ moze izraziti kao 1i P
d vektora se moze izraziti kao lincarna, kombinacija preostala dva.
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1.4 Linearni omota¢ (lineal)

Definicija 1.27.\ Neka je dat vektorsk; prostor V. = (V,F) ineka je U C V

U # 0. Skup svih linearnih kombinacija vektorq iz U
LU)= {a1z1 + azg + ... + AnTy |21, ..., T, € Uoay,...,an € Fne N},
naziva se linearni omotac ili lineal skupa U. Kazemo da skup vektora U

generise ii razapinge L(U). Ako je U = {z1,22,...,7,}, umesto L (U)
mozemo koristiti oznaku L (z1,,, ..., z,).

@eﬁnicija 1.28.] Neka je dat vektorski prostor V.= (V,F) inekajeU C V,
U # 0. Ako se svaki vektor iz skupa Vi C V mose izraziti kao linearna
kombinacija vektora iz skupa U, kazemo da je skup U generatorski skup za
skup V1. Dakle, U je generatorski skup za L (U). S

@eorema 1.@ Neka je dat vektorski prostor V = (V, F)inekajeUCV,
U#0. L(U)=(L(U),F) je potprostor vektorskog prostora V = (V,F).

Dokaz. Dokaza¢emo da za proizvoljue vektore z,y € L (U) i proizvoljne
skalare a, B € F vazi ax + By € L (U). Ako je z,y € L (U), onda vazi

z =0z +aaT2 + ... + anTp i y = f171 + Baz2 + ... + PrmTm,

gde su z1,...,Zn, Y1, ---, Ym € U (ovi vektori ne moraju biti svi medusobno
razliciti). Sada imamo da je ax + By € L (U), jer je

az + By = (aay) z1 + (aaz) 2 + ... + (@) Tn + (B61) y1 + .. + (BBm) Ym,

tj. az + By je linearna kombinacija vektora iz skupa U. Po Teoremi 1.15.

dokazali smo da je (L (U),F) potprostor vektorskog prostora V. = (V,F).
O

Teorema 1.30. Neka je dat vektorski prostor V = (V,F) ¢ neka je U =
{21, 2, .yZn} linearno mezavisan skup vektora u V, tada za skup 'uela.:tom
W ={y1, .., Yn, Yns1}, Y1, Y25 --» Y, Yn+1 € L (U) vazi da je lincarno zavisan.

(Dokazuje se indukcijom.)
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o1  GLAVA 3. VEKTO

1. Posm abrajmo vektorski prostor kvadratnih matricq redq 9
’ n

cklori (matrice) aq

Primer 1.3
poljem R. Dali su v

A FH |

2 1] svi= 1 5 _ _
ricce M= | o 0 iN=14 4 pripadaju linearngy,

Ispitati da Ui mat
A, BiC, U da i M,N € L(A,B,C).

omotacu nad vektorima

Resenje. Formirajmo linearnu kombinaciju vektora A, B i C i resimo odg,.
varajuci sistemn lincarnih

jednacina.
1 0 0 0 g 1 2 1
M:aA+ﬁB+'rC<=>a[O El}—kﬁ[o 1}+7 0 2}:[0 0].

1, —a+pB+2y=0. ResSenje ovog sistema
= 2A + C, tj. M je linearna

Dobijamo sistem: a = 2, 7=
ie: a = 2,8 =0,y = 1, pa imamo da je M

J
kombinacija vcktora A, B i C, pa sledi da M € L (A, B, C).
i .0 0 0 0 1 15
Fe+7 a[o 4]“3 0 1 +"’[0 2} 32]'
Odgovarajuéi sistem jea = 1,7 =5,0-a+0-8+0-7 = 3, —a+B+27=0.

Ovaj sistem je o¢igledno protivrecan, pa vektor N nije linearna kombinacija

vektora A, B i C, pasledi da N ¢ L (A, B, C).

Primer 1.32. Posmatrajmo vektorski prostor R* = (R4, R) i u njemt vek:

tovea:—_—(l()l?) _ :
. y Y = 2,1 s - 1 —Z
V= (11 ""1: 3: 6)‘ ( ’O, U)) o= (8’ 3’ 2'—’ 4)’ U = (1! 1? l’ 2) .

y sto ]

Resenj
e. Dokazade '
zademo da e linearni ,
10 da je lincarni omotaé nad vektorima z, y 1 2 i8¢
(w,?

I I (‘1' , » C - ] I
. - ] |;
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Dakle, treba dokazati da se vektori Z,Y,z mogu prikazati kao linearne

jnacije vektora u i v, i da se vektori % j . , .
kOIllb' " kt oy vektori u i v mogu prikazati kao linearne
gombinacije vektora z,y, z.

Odredimo prvo skalare a, 5 € R takve da je z =au+ fv

T = au-}-ﬁ'{)4=>O((l,].,—].,'—2)+ﬂ(1,—-l,3,6) = (1)011!2)

Ovo je ekvivalentno sistemu

Ck+ﬁ=1
le-—ﬁ:[)
—a+38=1
—2a+ 68 =2

Lako se dobija da je reSenje a = f§ = ?12
Dakle, = 3u + 5v, odnosno z € L (u,v).
Sistem se sli¢no postavlja i za ostale vektore.
Na primer iz

y=ou+fvea(l,l,-1,-2)+8(1,-1,3,6) = (2,1,0,0)

dobijamo sistem:

a+B=2

a—f=1
~a+38=0"

—2a+66=0

Cije je reSenje a = % if= -%
Sli¢no se i za z dobija z = Hu + 3v.
Sa druge strane dobijamo v =y —x 1v =3% — ¥
Iz svega prethodnog sledi zakljucak da je L (z,y,2) = L (u,v).
Primetimo da su vektori z, y i z linearno zavisni (z = 2z + 3y), pa je
prostor L (z,y, z) dvodimenzionalan.

(O dimenziji vektorskog prostora bice reci u sledeéem delu.)
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1.5 Bazai dimenzija vektorskog prostora

Baza vektorskog prostora

Definicija 1.33. Neka je dat vektorski prostor V = (V,F) i nep, o
skup linearno nezavisnih vektora. Ako je V = L(B), kazemo dq g bcy
aZu

vektorskog prostora V.

Drugim re¢ima, linearno nezavisan skup vektora koji generise ceq skup

naziva se baza prostora V.

Teorema 1.34. Baza B vektorskog prostora V je minimalan generatorg;
skup prostora 'V, tj. nijedan njegov pravi podskup ne generise V.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji skup Bi, pravi podskup
skupa B, takav da je L(B1) = V. Za vektor b € B\B; vazi da se moze
predstaviti kao linearna kombinacija vektora iz By, a to znaci da bi skup Bju
{b} bio linearno zavisan, samim tim i skup B, sto je suprotno pretpostavel,
Dakle, nijedan pravi podskup baze B vektorskog prostora V ne geuerise ceo

prostor. O

Teorema 1.35. Svaki pravi nadskup baze B vektorskog prostora V je lin-
earno zavisan skup.

Dokaz. Neka je B; pravi nadskup skupa B, tj. B C By € V ineka je b
pm:lzvoljan vektor iz skupa B koji ne pripada B, b; € B1\B- 7a vektor b
Vafl da s¢ moze predstaviti kao lincarna kowbinacija vektora baze B (jer to
\I;IZI za svaki vektor iz V), a to zna¢i da je skup Bj linearno zavisan skup-

T '
eorema 1.36. Ako vektorski prostor V. = (V, F) ima jednu n-toclanu bazu

B:{xls$2,... T . N .
- ,Tn}, tada se i svaka druga baza ovog prostora sastojt od tacno

D 3 ] =
okaz. Po&.matrajmo skup 4 {'yl Y2 Y }
3 1omrey AL F -
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(1) Neka je m > m. Kako je L (B) =V, na osnovu Teoreme 1.30. sledi da

g Y1, Y2y o0y 1 1 : . i
je skup {'?]’J.Q ) Ynt1} linearno Zavisan, pa samim tim i skup W. Dakle,
W ne moze biti baza.

(2) Neka e < na neke} je W = {y1,92, ..., Ym } baza prostora V. Tada bi
skup B = {21,%2; -, Tn} bio linearno zavisan, 5t je suprotno pretpostavci.
O

primer 1.37. U vektorskom prostoru R® = (R3,R) (standardna) baza je
B = {e1,e2,e3}, gde je e = (1,0,0), e2 = (0,1,0) i e3 = (0,0,1).

Resenje. Proverimo prvo da li su dati vektori linearno nezavisni. Formi-
rajmo njihovu linearnu kombinaciju i resimo odgovarajuéi sistem linearnih

J‘ednac':ina.
arer + azez + azes = 0.6 a1 (1,0,0) + a2 (0,1,0) + a3 (0,0,1) = (0,0,0)
Direktno se vidi da mora biti @1 = 0, ag = 01 az =0, tj. vektori e;, ez, €3 su

linearno zavisni. PokaZimo sada da oni generisu ceo prostor R3, tj. pokazimo
da se svaki vektor iz tog prostora moze predstaviti kao lincarna kombinacija

vektora eq, €2, €3-
- . - - 3 -
Zaista, neka je v = (v1,v2,v3) proizvoljan vektor iz R°, tada je

v =1 (1,0,0)+U2(0,1,0) +'U3(0,0,1),

tj. v =1vi€1 + V2€2 + v3€3.

Dakle, B = {e1, €2, €3} je baza prostora R®

Primer 1.38. U vektorskom prostort R® = (R‘_",R) standardna baza je
B = {e1,€2,...,en}, gde su vektori e1, €2, -, €n dati $a:

el = (110) O}-.-, 0)!‘ 62 = (07110? "'I'O)""'J en = (0’0’ gt ’0} 1) :

Resenje. Dokazuje se slicno kao u slucaju n = 3.

Napomena 1.39. Istu standardnu bazu 1ma i prostor F" = (F",F), gde je

F proizvoljno polje.
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98 GLAVA
Inih matrica dimenz;;
-torskom prostoru T€a a2x3 1
Primer 1.40. Uvektorsvom i = o , E12, E13, E21, oo, By, » Ry
(1<, ), standardna baza jo B = {E0 Bh e gy,

tori dati sa:

010 0 0 1
100 - , B13 =
EIIZI:OUO]’EIQ__[O 0 0] ? [0 0 0]’

Ezl:[l 0 OI’E””[” A

Resenje. Lako se vidi da su ovi vektori linearni nezavisni. Tako e o

oy - = 4 - = - - y l
vektori generisu (razapinju) ceo prostor, jer se proizvoljan vektor Mose -
staviti kao linearna kombinacija vektora iz skupa B: -

P

api; a2 aig
a1 ag2 Q23

] = ay1E11 + a12E12 + a13B13 + a21E91 + agoFyy + A

Primer 1.41. Standardna baza prostora matrica F™*™ — (F"‘X“,F) je

B = {Eij}i=1..m,
j=l.n

gde su vektori E;; matrice date dimenzije u kojima su na svim mestima nule
osim na mesty ij.

Primer 1.42. Standardna baza

prostora polinoma stepena ne veéeq od n je
B={z",2"1, . 2% ¢, L}, ’ J

Resenie. 2 : &

Sv:ls‘;fn,];. Lako se vidi da su ovi vektori linearno nezavisni i ocigledno je

vl ngtg;imt?teiena manjeg ili jednakog n jednak linearnoj kombinaciji
» - Skup vektora B generise ceo prostor. Primetimo da je broj

elemenat i ; '
. 0_na adl-] bamong”prObtora Jednak n+ 1, sto je dimenzija ovog prostora.
pojmu dimenzije biée re¢i y sledeéem delu

B = {b1,b2}, gde je b, Fosmatrajmo prostor R? = (R, R). Pokatimo 1t
1 = (~1,2) jedna baza ovog prostora. ’
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Reéenje' Proverimo prvo linearnu nezavisnost vektora.
a1b) + aghy = 0 &
< a1(l1,5) +az(~1,2) = (0,0) &
& (a1 — a9, 50 + 2a3) = (0,0)
Dobijamo homogen sistem
{ a;—ag =0
S5a; +2a3 =0’
za koji se lako vidi da ima samo trivijalno reSenje:
a; =az =0,

pa zakljucujemo da su vektori by i be linearno nezavisni.

.o 2 - " . .
Pokazimo sada da ova dva vektora generisu ceo prostor R?, tj. da se svaki

vektor v = (v1,v2) tog prostora moze predstaviti kao linearna kombinacija

vektora by 1 ba.

v= (’Ul,'vg) = (1, 5) + a3 (Hl,?) = (a1 — ag, 001 + 20:2) 3
Sada resavamo (po a1 i ag) sistem:

v = a1 — Q2
V2 = 5&1 +2a2

Dobija se: " a
a1 = 79 s
ag = —7U1 + 702

o _3 4 :
(Na primer, za vektor (1,1) vazi (1,1) = #b 2b2.)

= . R?_
Ovim smo dokazali da je B = {by,bo} zaista baza prostora
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100 Ry

a
Dimenzija vektorskog prostor

e konméno—dimenzionalnog vektorskog prog tor
az é

. e a il'[l 3
a sledeéa definicija. a

Utvrdili smo da sve b ajy

i isl
isti broj elemenata, pa 1ma Sm

i V=(VF):V%{O} ;
v e ka vektorski pTOStOT ' ) W, tm
Definicija 1.?4.T1;f ;aakapfemo da je vektorski prostor V n-dimenz;,
< Sgpieny }, kazemo da je dim'V =,

a bflzu

san ele Ralap 4

pisemo dimV = n. Ako je v =A{0

Teorema 1.45. Ako je B = {z1,72, .-, Tn} jedna baza n-dimenzionglopy,
‘U'BktOT‘SkOQ pmstom V = (I/, F), tada se S'U('lk'l 'uektor veV moze'na jedin_ |
stven nacin predstaviti kao linearna kombinacija vektora baze, t]. postoj
skalari o, ..., an, € F takvi da je

v=a1T1 + a2x3 + ... + nTy,.

Dokaz. Kako je V = L (B), svaki vektor se moze predstaviti kao linearng
kombinacija vektora baze, tj. postoje skalari o, g, ..., @, € F takvi da je

V=012 + o + ... + any,.

Pretpostavimo sada da se vektor v moze predstaviti i na drugi na¢in kao

linearna kombinacija vektora baze, tj. da postoje skalari B1, B2, -... B, € Fl
takvi da je

v =011 + Bozy + ... + Dhdss.
Sada imamo

11 + a9y + ... + UnTy = Brz1 + Bozxa + ... + Bnn,

odnosno (a; — f;) zq + (a2 — B)

$2 + ves + (an - ﬁﬂ) Tn = 0-
Kako su vektori bage T1,T9, ..

-y Tn, linearno nezavisni, sledi da je

Vie{1,2,..,n))e; — g,

=0,4. (Vie{1,2,...,n}) o = Bs-
Dakle, svaki vektor v € V g

. moze na jedinstven nagiy staviti kao -
earna kombinacija vektora baze. O . LA PRt A
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Teorema 1.46. Neka je dat n-dimenzionalni vektorski prostor V = (V, F).
Tada je svaki skup od n + 1 vektora prostora V linearno zavisan.

Dokaz. Neka je B = {3:1,322,.,.,:1:"} jedna baza prostora V. Tada je

V = L(U). Prema tcoremi 1.30., svaki skup od n + 1 vcktora iz V je
lincarno zavisan. O

Posledica ovog tvdenja je da je u vektorskom prostoru V = (V,F) di-
menzije n svaki skup od m vektora, m > n, linearno zavisan.

Teorema 1.47. Neka je dat n-dimenzionalni vektorski prostor V = (V,F).
Tada je svaki linearno nezavisan skup od n vektora baza prostora V.

Dokaz. Neka je dat linearno nezavisan skup vektora U = {89, B0 T } 12
prostora V.

Treba dokazati da U generiSe V, tj. da vazi L (U) = V. Svakako vazi
LU)CYV.

Dokazimo da ne moze biti L (U) # V. Pretpostavimo da je L (U) # V.
Tada postoji y € V\L (U), tj. vektor y se ne mozZe predstaviti kao linearna
kombinacija vektora iz U, a to zna¢i da je skup U; = {z1,22,...,Zn, ¥y}
lincarno nezavisan, sto je nemoguée zbog prethodne teoreme.

Dakle, L (U) = V, U je linearno nezavisan skup, pa zakljucujemo da je
U baza prostora V. O

Teorema 1.48. Neka je dat n-dimenzionalni vektorski prostor V.= (V,F).
Tada nijedan skup od m vektora (1 < m < n) iz V ne generise (ne razapinje)
V.

Dokaz. Ako bi skup U = {z1,Z2,...,Tm} generisao V, to bi znacilo da je
L(U) =V, pa bi svaka (m + 1)-torka vektora iz V bila linearno zavisna, a
onda i svaka m-torka, 5to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je prostor

n-dimenzionalan. O

Teorema 1.49. Neka je dat n-dimenzionalni vektorski prostor V.= (V,F).
Tada je svaki skup od n vektora iz'V koji generide (razapinge) V jedna baza
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pmstom V.

e dat Skl].p Ir = {:Bl,m'g,...,icn} k()_]l gﬂll(\,rjgc vV .

T ] & - i
]L??fl;?z-— V%\B'II{:eilaa dokazati da je skup U lincarno nezavisan, b v

Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup U linearno zavisan,

* 510 jg

kontradikcija.
Ako je n > 1, tada se jedan od vektora iz tog s.kupa, recimo B
predstaviti kao linearna kombinacija ostalih vektora iz skupa. Tada 1 Vaiilz
V = L (23,33, Tn)> P2 bi dimenzija prostora V bila manja oq m, Sto jo

kontradikcija.
Dakle, skup U je linearno nezavisan, generise V, pa predstavlja bag, tog
prostora. U

Teorema 1.50. Neka je V. = (V,F) n-dimenzionalni vektorski prostor.
Neka je dat linearno nezavisan skup vektora U = {z1,Z2,...,Tn}, m <,
Tada postoje vektort Ym41, Ym42; - Yn takvi da je skup

B= {Ilr oy Ty Ym+1s --+9 yﬂ}

baza vektorskog prostora V.

Dokaz. Skup U = {z,z9,...,2m} generie skup L (U). Dakle, vektori iz
VAL (U) nisu linearne kombinacije vektora iz U.

Neka je vektor ym,.1 iz skupa V'\ L (U), tada je skup

Ul = {:E]!:B?: ---:mmaym+1}

linearno nezavisan. Uzmimo sada vektor Ymyo iz skupa V\L (U1), tada J¢
skup

Uz = {:Cl:m?.’: eey xm:ym+1=ym+2}
linearno nezavisan.

pasa”

Primenjujuc’:i 1st1
torskob

elemenata {z1,29,..
prostora V.0

postupak dolazimo do linearno nezavisnog Skl;{
> Tmy Yma1, Yma2, -y Yn } , Pa je to jedna baza Ve
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Primer 1.51. Dimenzija prostora F* = (Fn _ _ -
2 fp = (F",F) jen. Posch g
prostora R3 = ( R‘*,R) je 3. ( ) je osebno, dimenzija

Pri'mer 1‘.52. Dumenzija prostora polinoma stepena ne vedeg od n nad
poljem F jen+1. (Baza je B = {a",2"1, ... 2% z,1}.)

Primer 1.53. Dimenzija prostora matrica dimenzija m x n nad poljem ¥
je m - m.

Rese'n_]e.. Jednﬁ bazu ¢&ine vektori E;j, (i = 1,...,m, j = 1,...,,n), gde su Ey;
matrice dimenzija m X n takve da su u njima na svakom mestu nule, osim
na poziciji (¢, 7), gde se nalazi jedinica.

Primer 1.54. Bilo koji skup od éetiri ili vise vektora u prostoru R? je lin-
carno zavisan. Na primer, vektori (1,2,3),(0,2,7),(9,2,0),(8,2,44) iz R®
su linearno zavisni.

Primer 1.55. Neka su dati vektori z; = (0,1,2) i z2 = (1,0,3) prostoru
R3. Ova dva vektora su linearno nezavisna.

Resenje. Odredimo jo§ jedan vektor z3 tako da dobijemo bazu
B = {z1,%2,z3}. Linearni omotac nad datim vektorima je.

L ({z1,z2}) = {az1 + Bz |, B € R},

4.
L({$1,$2}) = {(a:ﬁi 2c + 3}6) la:ﬁ € R} .

Vektor z3 = (2,3,10) ne pripada L ({z1,z2}), pa su vektori 21, 22 1 T3
tri linearno nezavisna vektora u (trodimenzionalnom) prostoru R3, pa oni

odreduju jednu bazu tog prostora.

Primer 1.56. Matrica je simetricna ako vazi A = AT. PokaZimo da je
prostor simetri¢nih (kvadratnih) matrica reda 2 nad poljem F trodimenzio-

nalan.
Bl | ) PP B
b a2
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Jednostavno se proverava da vektori

10 01].. [o o
B]_:[O 0}182:[101183_'01}

odreduju jednu bazu ovog prostora (linearno su nezavisni i generisy ce, D
tor), pa zakljuéujemo da je dimenzija prostora jednaka 3. %

ResSenje.

Naravno, lako mozemo uociti i opstiji rezultat. Dakle, ako je dat Prost
svih simetri¢cnih matrica reda n, njegova dimenzija je jednaka broju el "
nata iznad dijagonale i na samoj dijagonali, $to je ukupno jednako ”&ﬂnje-

2 '
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Koordinate vektora

Definicija 1.57. Neka je V = (V| F) n-dimenzionalni vektorski prostor sa
bazom B = {1,Z2,...,x,}. Neka je vektor v € V predstavljen kao lincarna
kombinacija vektora baze: v = oqzy + a9z + ... + anzy,. Toda skalare
Qi --; 0n € F nazivamo koordinatama vektora v u bazi B.

Podrazumevamo da vektori baze &ine uredenu n-torku, isto kao i skalari
a1, .-, @n € I koji predstavljaju koordinate.

Koordinate vektora u datoj bazi se najéesée pisu kao uredena n-torka,
ali se mogu pisati u vidu matrice vrste ili matrice kolone, na primer:

)

i a2
(ala---san)g [ a1 Q2 ... Qp ] ili

Qn
Teorema 1.58. Neka je V = (V,F) n-dimenzionalni vektorski prostor sa
bazom B = {z1,Z2,...,Zn}. Neka su dati vektori a,b € V' svojim koordi-

natama o4, ...,0n € F i B1,....0n € F u datoj bazi. Tada su koordinate
vektora a + b u datoj bazi jednake

o1 + 1, a0 + o, ..;on + Ba € I,

a koordinate vektora a - a su
Q- Qp, 0 02,..., 0 0y € F.

Primer 1.59. Posmatrajmo prostor R2. Jedna baza tog prostora je, recimo,
B = {b, by}, gde je by = (1,-1) i b2 = (2,1). (Prostor je dimenzije 2, pa
je baza dvoclana, a by @ be su, ocigledno, linearno nezavisni. ) Dat je vektor
v svojim koordinatama u toj bazi: [1,72] = [-1,1]. Odredits koordinate tog
vektora u standardnoj bazt {e1,e2}, &1 = (1,0), e2 = (0, 1).
ReSenje. v=—-1-by+1-b2= -—(1,“1)4‘(2:1)5(1:2) =1l-e1+2-e

Koordinate vektora v u standardnoj bazi su |1, 2]
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. : bd tor realnih pol;

. mo wvektorski pros Polinom,
Primer 1.60. Posmatmg’ T dimo koordinate vekiora v = 342 b s e,
manjeg ili jednakog 2. e K
bazt B= {2$2+$’3;2+1’2}.

g vektora u standardnoj bag; {22
1 T

Resenje. Ocigledno, koordinate ovo
su
[01 as 0-’3]=[3 2 —5].

Utvrdimo prvo da je B zaista baza. Kako je prostor trodimenszHalan
dovoljno je dokazati da su ova tri vektora linearno nezavisna. Formirajm{;
linearnu kombinaciju vektora baze i resimo odgovarajudi sistem.

2
ay (2:1:2+:z:)+a2 ($2+1)+33-2=0<¢>(2a1 +ag) +a1x+32+203=0,

5to je ekvivalentno sistemu

2a1 +az =0, a; =0, az + 2a3 = 0.

Ovaj sistem, o¢igledno, ima samo trivijalno reSenje a; = ag = q3 =,
pa zakljuéujemo da su vektori b; = 222+, by = 12 + 11 by = 2 lineamo

nezavisni.
Dakle, B je zaista baza datog vektorskog prostora. Odredimo sada ko-

ordinate vektora v u ovoj bazi.

a2 +z)+B(@2+1)+7-2=323+2r -5 &
© (20+PB)r*+az+B+2y=323+2x -5 &
S20+f=3a=2,+2y=-5&

<=>a=216=“'1,'y:m2

Sada,
'v=2-(2:r:2+3:)+(-—1)-(.7:2—1—1)4—(—2)'2,

V=2:b+(~1) - by + (~2) - by,

odnosno koordinate vektors, u bazi B su [2, -1, -2].

Scanned with CamScanner



