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Definicija 1. Diferencijalnu jednacinu

Y @)+ A @) 4 A fan1 ()Y (60 + fal0)y(x) = F(x),

gde su funkcije fi, f2, ..., fu, F definisane i neprekidne na nekom intervalu (a,b),
konacnom ili beskonacnom, nazivamo linearnom diferencijalnom jednacinom n-tog
reda.

Funkciju F nazivamo slobodnim clanom date diferencijalne jednacine. Ako za slo-
bodan ¢lan F vazi da je F = 0, odnosno ako je (Vx € (a,b)) F(x) = 0, kazemo da
je diferencijalna jednacina homogena, u protivnom je nehomogena. Svakoj neho-
mogenoj linearnoj diferencijalnoj jednacini

Y @)+ A Y@ 4+ 1 (1Y () + fal)y(x) = F(x),

pridruzujemo odgovarajuéu homogenu jednacinu

Y @)+ ALY E) 4+ f (1Y (3) + fa(x)y(x) = 0.

Ako su koeficijenti f, f2, ..., f, realne konstante, datu diferencijalnu jednacinu nazi-
vamo linearnom diferencijalnom jednacinom n-tog reda sa konstantnim koeficijent-
ima.

Prvo ¢emo se detaljnije baviti homogenim linearnim diferencijalnim jednacinama.
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1 Homogene linearne diferencijalne jednacine

Homogena linerana diferencijalna jednacina uvek ima reSenje y = 0, koje nazivamo
trivijalnim resenjem.

Teorema 1. Jedino reSenje homogene linearne diferencijalne jednacine n-tog reda koje
zadovoljava pocetne uslove y(xo) = 0,Y (xo) =0, ...,y D(x0) = 0 za proizvoljno
xo € (a,b) je trivijalno reSenje y = 0.

Teorema 2. Ako suyy,ya, ..., y, reSenja homogene linearne diferencijalne jednacine

n-tog reda, onda je i y(x) = C1y;(x) + C2y2(x) + ... + Cyyn(x) njeno reSenje, gde su
C1, Gy, ..., Cy, proizvoljne konstante.

Definicija 2. Neka su y1,y2, ..., y, reSenja homogene linearne diferencijalne jedna-
Cine n-tog reda. Tada determinantu

y1(x) @) o yaer(x) yalx)

MW BE e
W(yi,y2, . oy Ynsx) =

W0 W0 P W)

W W e W)

nazivamo vronskijanom ili determinantom Vronskog.

Skup reSenja {y1,y2, ..., ¥} za koji vazi W(y, y2, ..., yn;X) # 0 nazivamo funda-
mentalnim sistemom reSenja.

Definicija 3. Funkcije @1, @2, ..., @, definisane na intervalu (a,b) nazivaju se li-
nearno zavisnim ako postoje konstante 01, 0ta, ..., 04, €R, 0612 + ot22 . a? #0, takve
da za svako x € (a,b) vazi oy @1(x) + 0 @2(x) + ...+ 0, @u(x) = 0.

Ako ovakve konstante ne postoje, tj. ako iz Cinjenice da za svako x € (a,b) vaZi
@ (x)+ o @(x)+...+ 0, @(x) =0, sledidajea) =0y =...= a, =0, kaZemo
da su funkcije @1, @2, ..., @, linearno nezavisne.

Primer 1. Funkcije @;(x) = cos(2x), @2(x) = cos’x, @3(x) = sin’

linearno zavisne.

xi@a(x)=1su

Resenje. PokaZimo da postoje konstante o, 02, 03, 04 € R koje nisu sve jednake nula
takve da je

o @1 (x) + o @2(x) + 03 93(x) + s @4 (x) = 0.

Imamo da je
o @1(x) + 0 2 (x) + 03 Q3(x) + 04 P4 (x) =
a cos(2x) + o cos®x+ 0 sinfx+ a4l =

2

a (cos?x —sin®x) + ap cos® x + a3 sin® x + 0y (cos” x + sin’ x) =

(a1 + 0+ aa) cos?x+ (—a1+ o3+ a4) sin?x = 0,



tj. dobijamo homogeni sistem

o+ 0+ 0y = 0

—-og+o+as = 0.
Jedno netrivijalno reSenje datog sistema je npr. o =1, op = —2, o3 =0, o4 = 1. Vazi
da je cos(2x) —2cos’x+1=0. O

Teorema 3. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
17 (Vx € (a,0))W(y1,y2, ..., ynix) = 0;
2° (Ixo € (a,0))W(y1, 2, -, ynixo) =0;

3° reSenja homogene linearne diferencijalne jednacine n-tog reda yi,ya, ..., yn Su
linearno zavisne funkcije.

Teorema 4. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
1° (ElX() S (avb))W(ylv V2, .0y yn;xo) 7& 0;
2° (Vx € (a,b))W(y1,y2, ..., yn3x) #0;

3° reSenja homogene linearne diferencijalne jednacine n-tog reda yi,ys, ..., Vn Su
linearno nezavisne funkcije.

Primer 2. Pokazatida suy; =e iy, = ¢ dva linearno nezavisna reSenja homogene
linearne diferencijalne jednacine (2x+1)y” — (4x* + 1)y —2(2x* +x+ 1)y = 0.

Resenje. Dokazimo prvodasuy; =e *iy, = e reSenja date jednaCine. Imamo da

jeyi=e N yj=—e iyl ="

Zamenom u jednacinu (2x 4 1)y” — (4x? + 1)y’ —2(2x?> +x+ 1)y = 0 dobijamo
(2x+De ™™+ (4x* + e —2(2x +x+ 1)e > =
(2x+1+4x>+1—4x> —2x—2)e " =0.

Za funkciju y; = e*, vazi Y= 2xe* i =2 +4x2)ex2. Zamenom u polaznu diferenci-
jalnu jednac¢inu imamo

(24 1) (2+4x2)e” — (422 + 1)2xe" —2(2x% +x+ 1)e* =
2(2x+14+403 +2x% — 43 —x —20% —x — 1)er2 =0.

PokaZimo koristeéi prethodnu teoremu da su ova dva reSenja linearno nezavisna. Na

intervalima (—eo, —%) i (—%, +o0) data jednacina je ekvivalentna jednaini

, 42+l 2x%+x+1

— =0.
Y T a1 ? 21
Za svako x iz intervala (—co, — 1) ili (—3,+o0) vaZi
2
yi(x) y2(x) e* e’
W (o1, y2ix) = = , [= @t ne” 2o,
N ) || —e 2xet




Trivijalno reSenje y = 0 je linearno zavisno sa bilo kojim skupom reSenja.

Neka su y; i y2 dva netrivijalna linearno zavisna reSenja homogene linearne diferenci-
jalne jednagine y”(x) + f1(x)y'(x) + f2(x)y(x) = 0, x € (a,b). Tada postoje konstante
C1,Cy €R, C? +C3 #0, takve da za svako x € (a,b) vaZi da je C y; (x) +Cay2(x) = 0.

Imamo da je (Vx € (a,b)) )y;gg = —% = const. Sa druge strane,

yi(x)  y2(x)

W (y1, y25x) = = y1(x0)y3(x) = y2(x)y1 (x) =0

(&) ()

() _ %0 t. /yll(x> dx = /ﬁg; dx, odnosno Inly; (x)| =

Teorema 5. Ako su yi,y2, ..., y, linearno nezavisna reSenja homogene linearne di-
ferencijalne jednacine n-tog reda, onda je y(x) = C1y1(x) +Cay2(x) + ...+ Cyyn(x)
njeno opste reSenje.

1.1 Homogene linearne diferencijalne jednacine II reda

Razmotrimo sada detaljnije homogenu linearnu diferencijalnu jednacinu II reda

Y'(x)+ fi(x)y (x) + fa(x)y(x) = 0.

Smenom y(x) = e/ 24> data jednatina se svodi na Rikatijevu diferencijalnu jednacinu
prvog reda. Zaista, ako je y(x) = e/ ?®4* imamo

¥ () = 2(0) T i y(x) = (2 (1) + 22 (x))el
Zamenom u polaznu jednacinu dobijamo
(Z/(x) +Zz(x))efz(x)dx +fi (x)z(x) efz(x)dx +f2(x)efz(x)dx =0,
tj.
Z(x) = =2 (x) = filx)z(x) = fa().

Za nalaZenje opsteg reSenja homogene linearne diferencijalne jednacine II reda do-
voljno je poznavati samo jedno njeno partikularno resenje.

Teorema 6 (LIOUVILLEova formula). Ako je y netrivijalno partikularno reSenje ho-

mogene linearne diferencijalne jednacine Il reda y" + f1(x)y + f2(x)y = 0, onda je

ya(x) =yi1(x) / y%()()e_-{f 104 g x takode partikularno resenje date jednacine linearno
1

nezavisno od y\.



Dokaz. Neka je y; netrivijalno reSenje date homogene linearne diferencijalne jednacine
I reda. Potrazimo drugo reSenje u obliku y; (x) = z(x) y; (x), gde je z funkcija koju treba
odrediti. Zamenom y; i odgovarajucih izvoda

¥5(x) 2 (x0)y1(x) +2(x) ¥ (%)
Yo(x) = () y1(x) +22'(x) ¥} (x) +2(x) ¥ (%),
u polaznu jednacinu, dobijamo

2" () y1 () +22/ () ¥ () +2(0) 7 () + f1 (%) (' () 1 (%) +2(6) ¥ (x)) + f2 () 2(x) 31 (%) = O,

odnosno

y1(0) 2" (x) + (231 () + f1 () y1 (x)) 2 () + 07 (x) + f1 () ¥1 (x) + f2(x) 1 (x)) 2(x) = 0.

Kako je y; reSenje polazne jednacine imamo y; (x) 2" (x) + (2} (x) + f1 (x) y1 (x)) 7' (x) =
d7 (x)

0,4. 2" (x) = _ 2NN 7 (x). Dalje, kako je 7" (x) = dobijamo diferenci-

yi(x) dx
jalnu jednaéinu koji razdvaja promenljive d;/(g) — 2 ng) N

/ 1(x)x, odnosno In|2(x)] = —21n |y (x)| - / i (),

dx, Cije je opste

resen]e

tJ.Z(X) We jfl

Opste resenje ove jednacine je z(x) = / e [ iWdx g Vracenjem smene y;(x) =

2
R (%)
z2(x)y1(x) = y1 (x) /y%me’ffl (dx 4 x. Kako i—f nije konstanta, zaklju¢ujemo da su y;
1
i y2 linearno nezavisna reSenja. 0

Primer 3. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
P 1)y = (2 =2)(0 —y) =0, x € (1,+)
ako se zna da je jedno partikularno reSenje oblika y)(x) = ax+b.

Resenje. Za funkciju yi (x) = ax+b vazi y|(x) = a i y{(x) = 0. Zamenom funkcije
¥1 1 njenih izvoda u datu diferencijalnu jedna¢inu dobijamo ax — (ax+ b) = 0, odakle
sledi da je b =01 za a = 1 dobijamo jedno partikularno reSenje y;(x) = x. Drugo
linearno nezavisno resenje dobijalmo primenom LIOUVILLEove formule na jednacinu

22
I x)Exz )l)y —|—x2x2 i)y 0. Imamo

2—2 2x2—2 )»2 2d d
= = d X _ X X
y2=x/IefX<X dx—x/le' dx = /x U 2-1dx

2
= x/x%enwz*]dx:x =xIn(x+vx2—1).

F B
Opste resenje date jednacine je y(x) = Cyyy (x) + Cay2(x) = C1x + Cox In(x+ vx2 — 1).
]



2 Nehomogene linearne diferencijalne jednacine

Teorema 7. Neka je yj, opste reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine iy, jedno
partikularno reSenje nehomogene jednacine. Tada je opste reSenje nehomogene jed-
nacine dato sa y(x) = yp(x) +y,(x).

Teorema 8 (Metoda varijacije konstanata). Neka su y1, Y2, ..., yu linearno nezavisna
reSenja homogene linearne diferencijalne jednacine. Tada je opste resenje odgovara-
Juce nehomogene jednacine dato sa y(x) = Cy(x) y1(x) +Ca(x) y2(x) +. ..+ Cp(x) yn(x),
gde su Cy,C,...,C, funkcije Cije izvode nalazimo reSavanjem sistema:

C1(x)y1(x) +Cy(x) y2(x) 4. .. + Cp(x) yu(x) = 0
CL(x0) Y (x) +Cy(x) y5 (x) + ...+ Cp (x) yp,(x) = 0

n—2 n—2 n—2
CL P @)+ Gy @)+ + L () =0
YW W+ W @)+ + @)y () = ).
Primer 4. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
x(1=x)y"+ (22— 1)y +2(1=2x)y=2x> (x—1)%, x € (1,400),

ako se zna da je jedno partikularno resenje odogovarajuce homogene jednacine oblika
bx
yi=ae’".

ReSenje. Za funkciju y; (x) = ae?™ vazi y| (x) = abe® i y|(x) = ab*e’*. Zamenom

funkcije y; i njenih izvoda u datu diferencijalnu jednacinu
x(1—x)y"+ (2= 1)y +2(1-2x)y=0
dobijamo
ab*x(1—x)e"* +ab(2x* —1)e?* +2a (1 —2x)e"* =0,
odnosno (2b —b?)x*> + (b*> —4)x+2 —b =0, odakle sledi daje b=2izaa=1
dobijamo jedno partikularno reSenje y;(x) = ¢>*. Drugo linearno nezavisno resenje
dobijalmo primenom LIOUVILLEove formule na jednacinu

, o 2x2—1 n 2x—1
x(xfl)y x(x—1)

y=0.
Imamo

X
e x%—x dx=¢e

221 20224241
yy = er /%efx(x—l) dxdx _ 62)( 1 J 2 d
e

2x 1ef2dX+f2'z”’ldx

e4x e4x

2 —2x
=x% dv=e“*dx
—_ 2x 2 e 2Xdx— U=x"—x, )
¢ /(x *e * du=(2x—1)dx, v=—1e

_ 2x—1 _ ,—2x
_ 2x _xzfx —2x 2x—1 —2x _ U==3 dv=e dx?
= ¢ et [FrerTdx) = 1,-2x

du=,dx, v=-—se

2-x Tdx



Opste resenje homogene jednacine je

y(x) = Ciyi(x) —2Coya (x) = Cre** + Cox.

. v . . v 2 271 2x—1
Odredimo sada reSenje nehomogene jednacine y” — xf‘xfl) Yy + 2 (ifl) y=2x(1—x)
kori§¢enjem metode neodredenih koeficijenata. ReSavamo sistem

Cl(x)e¥ +Ch(x) x> =0
2C)(x) €** +2Ch (x) x = 2x (1 — x).

Dobijamo da je (x —x?) Cy(x) =x(1 —x), j. Cy(x) = 1i C}(x) = —x? e~ ?*. Sledi da je
C(x)=[dx=x+D;i

— 42 dv= —2xd
Ci(x) = —/ 2ez“‘dx:{ e e x,} :%Ze’z"—/xe*“dx

du=2xdx, v=—%e’2x
_ [ ou=x dv=edx) _ 2 a0 (1,0
= L ox (T o€ T [geThdx
du=dx, v=-—je

2
_ X 2+x672x_~_ %672X+D1 — 2x2+42x+1672x_~_D1.
Opste resenje nehomogene jednacine je

22 +2x+1 4
— +Xx.

¥(x) = C1(x)y1 (x) = 2C2(x)y2(x) = Dye** + Dox* + 1

3 Linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim
koeficijentima

Homogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda sa konstantnim koeficijentima
je diferencijalna jednacina oblika

Y0+ Ay )+ fum1 () + fuy(x) = 0,

gde su fi, fo, ..., fn € R konstante.
Potrazimo reSenje date jednacine u obliku y(x) = ¢**. Kako je y¥) (x) = Ak e** za-
menom u datu jednacinu dobijamo algebarsku jednacinu

A AA e fuli A+ f=0,

koju nazivamo karakteristicnom jednacinom, koja je pridruZena polaznoj diferenci-
jalnoj jednacini.

Svakom korenu karakteristicne jednacine odgovara jedno partikularno reSenje diferenci-
jalne jednacCine. Tako dobijena partikularna reSenja Cine skup linearno nezavisnih
funkcija (fundamentalni sistem reSenja).



e Ako je A prost realan koren karakteristicne jednaCine, onda je odgovarajuce
partikularno resenje diferencijalne jednacine y,(x) = e**.

e Ako je A realan koren reda k, k > 1, karakteristi¢ne jednacine, onda su odgovara-
juca partikularna reSenje diferencijalne jednacine

Ax xk—l ekx.

A
Yo (x) =€, yp, (x) =xe™, L yp, (x) =
e Ako je A = a+if3 prost kompleksan koren karakteristicne jednacine, onda je i
A = a — iff prost kompleksan koren karakteristine jednacine, a odgovarajuca
partikularna reSenja diferencijalne jednacine su y,, (x) = e** cos Bx i y,, (x) =
X o3
sin Bx.
e Ako je A = e+ i3 kompleksan koren reda k,k > 1, karakteristi¢ne jednacine,

onda je i A = o — i kompleksan koren reda k, k > 1, karakteristi¢ne jednacine,
a odgovarajuca partikularna reSenja diferencijalne jednacine su

Vp, (X) = €% cos Bx, yp, (x) = xe% cos Bx, . .., yp, (x) = xF1e% cos Bx,

Yoo, () = e®sin Bx, yp, ., (x) = xe®sin Bx, ..., yp,, (x) = ¥~ e® sin Bu.

Primer 5. Odrediti opste reSenje diferencijalnih jednacina:

i -2y +y=0;

i) ' +y=0;

iv y”’—l—3y”+9y— 13y =0;

)y
)
iii) y' +ay=0;
)
v) y

) 4 4y" 8y +8y +4y=0.

Resenje.
i) Pridruzena karakteristi¢na jedna¢inaje A2 —2A +1 = (A — 1)? = 0. Data jedna-
¢ina ima jedan realan koren reda dva, A; = A, = 1. Odgovarajuéa partikularna
reSenjasuy, =e*iy,, =xe*. Opste reSenje date jednacine je

y=Ciyp, +Coyp, =Cie" +Coxe".

ii) PridruZena karakteristi¢na jednadina je A> 4 1 = 0. Data jedna¢ina ima konju-
govano kompleksne korene A; =ii A, = —i. Odgovarajuca partikularna resenja
suyp, = sinxiy,, = cosx. Opste reSenje date jednacine je y = C1y,, +Coyp, =
Cisinx+ Cy cosx.

iii) Razmotrimo sledeéa tri slu€aja.

1° Neka je a = 0. Data diferencijalna jednadina se svodi na jednadinu y” = 0.
PridruZena karakteristi¢na jednadina je A2 = 0. Data jedna¢ina ima jedan realan
koren reda dva, A; = A, = 0. Odgovarajuca partikularna reSenja su y,, =11
¥p, = x. Opste reSenje jednacine je y = C1yp, +Cayp, = C1 +Cox.



2° Neka je a < 0. Tada postoji b > 0 takvo da je a = —b?. Diferencijalna jedna-
&ina glasi y” — b?y = 0, a pridruZena karakteristi¢na A2 — b*> = 0. Njena reSenja
su realni i razli¢iti koreni Ay = b i A, = —b. Partikularna resenja diferenci-
jalne jednacine su y,, = e i Yp, = e"*, dok je opste reSenje date jednacine
y=C1Yp, +Cayp, = Cre?* +Cre b~

3° Neka je @ > 0. Tada postoji b > 0 takvo da je a = b>. Diferencijalna jedna-
¢ina glasi y' 4+ b%y = 0, a pridruZena karakteristina A 4 b*> = 0. Njena resenja
su konjugovano kompleksni brojevi A; = bi i Ay = —bi. Partikularna resenja
diferencijalne jednacine su y,, = cos(bx) i y,, = sin(bx), dok je opste reSenje
date jednacine y = Cyyp, + Cayp, = Ci cos(bx) + C; sin(bx).

Karakteristi¢na jednacina date diferencijalne jednadine je A3 +3124+94 — 13 =
0. Jedan koren ove jednadine je A; = 1. Koriste¢i Hornerovu Semu

~

v

1‘1 3 9 13

dobijamo da su druga dva korena koreni jednacine
A2 FAA+13=A2+41+4+9=(A+2)*+3% =0,

tj. Ay = —2+3ii A3 = —2 — 3i. Partikularna reSenja polazne jednacine su y,, =

X, yp, = € 2Fcos(3x) i y,, = e *sin(3x). Opste refenje je

¥ =C1yp, +Coyp, +C3ypy = C1x+ Cre™ > cos(3x) + Cze~ * sin(3x).

v) U ovom primeru karakteristi¢na jednacina je
A4 +423 +8A2+8A +4=
A4 AA2 44 4+202A% 4242 +44) = (A2 +22+2)2=0

Njeni koreni reda dvasu A} = A = —1+ii A3 = 44 = —1 —i. Odgovarajuca
partikularna reSenja su y,, = e " cosx, yp, =xe " coSX, y,, = e *sinxiy,, =
xe ¥ sinx. OpSte reSenje diferencijalne jednacine je

y = Ciyp, +Coyp, +Cayp, +Cayp,

= Cie*cosx+Crxe*cosx+Cze *sinx+Cyqxe * sinx.

Primer 6. Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine y" +y = tg x.

Resenje. OpSte resenje odgovaraju¢e homogene jednacine je y, = C sinx+C, cos x.

Primenimo metodu varijacije konstanata. ReSavamo sistem
C}(x)sinx+C(x)cosx =0

C} (x) cosx — C)(x) sinx = tgx.



Imamo da je C} (x) = sinxiCh(x) = — gclng Vazidaje Cy(x) = [sinxdx= —cosx+D;
i

. - L, t =sinx
— fsinfx gy Smizxcosxdx:— L_JZCCOSXdX:
cosx cos* x 1—sin“x dt =cosxdx

_ 2 _ 1 -1 e 1 sinx—1
- /t2—1dt_t+§1n|m’+D2_Smx+fln’sinx+l’+D2'

C2 (x)

Opste reSenje nehomogene jednacine je

y = (—cosx+Dy)sinx+ (sinx+ 5 In|S02—| + D) cosx

sinx—+1

_ . cosx sinx—1
= Djsinx+D; cosx+ =5 In | sinx+1 | - O

Primer 7. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y" +y = ¢* + sinx cos(3x).

Resenje. Opste reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine je y, = Cj sinx 4 Cp cosx.
Razmotrimo sada nehomogenu diferencijalnu jednaéinu y” +y = ¢*. Kako je neho-
mogeni deo u obliku F (x) = e** (P (x) cos(B x) + P»(x) sin(f x)) primenjujemo metod
neodredenih koeficijenata. Ispitujemo da li je A = 1 koren pridruZene karakteristi¢ne
jedna&ine A2+ 1 = 0. Poto nije, partikularno resenje traZimo u obliku y p =Ae". Vazi
dajey, =Ae',y, =Ae" iy, =Ae". Zamenom funkcije y,, i njenog drugog izvoda
u jednatinu y” +y = e* dobijamo 2Ae* = ¢*, j. A = 1.

Nadalje, reSavamo diferencijalnu jedna¢inu y” 4y = sinx cos(2x). Nehomogeni deo,

transformacijom proizvoda trigonometrijskih funkcija u razliku, moZemo zapisati kao

sinx cos(2x) = § (sin(3x) — sinx). TraZimo partikularna resenja diferencijalnih jedna-

Cinay’ +y= %sin(Sx) iy'+y= —% sinx. Kako A = 3i nije reSenje karakteristicne
jednacine imamo da je partikularno reSenje prve jednacine oblika

Yp, =B cos(3x) +Csin(3x).
Odgovarajuéi izvodi su
Yp, = —3Bsin(3x) +3C cos(3x) i y,, = —9B cos(3x) —9C sin(3x).
Zamenom u diferencijalnu jednacinu y” +y = 1 sin(3x) dobijamo
1
—9Bcos(3x) —9C sin(3x) + B cos(3x) 4+ C sin(3x) = 3 sin(3x),

tj. —8B cos(3x) —8C sin(3x) = L sin(3x). Za konstante Bi C vaz7i B=0iC = —

-2 16°
a za partikularno resenje y,, imamo y,, = —{ sin(3x).
Partikularno resenje diferencijalne jedna¢inu y” 4+ y = — 1 sinx traZimo u obliku Ypy =

x (D cosx+ E sinx), jer je A = i reSenje karakteristi¢ne jedna¢ine A%+ 1 = 0. Odgo-
varajuci izvodi su y;,z =D cosx+E sinx —xD sinx+xE cosx i

ygz = —Dsinx+E cosx— D sinx+ E cosx —xD cosx —xE sinx.
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Zamenom u diferencijalnu jednacinu y” +y = —1 sinx dobijamo
. . . 1.
—2Dsinx+2E cosx—xD cosx —xE sinx+xD cosx+xE sinx = ) sinx.

Za konstante D i E vazi D = % i E =0, a za partikularno reSenje y,, imamo y,, =
3 cosx. Opste reSenje polazne jednacine je

. 1 1 . X
Y=Yn+Yp, +¥p, +¥p; = Crsinx+Corcosx+ Ee" ~ 16 sin(3x) + 7 COSX-
O

Primer 8. Za razne vrednosti realnog parametra a odrediti opste reSenje diferencijalne
jednacine y' +ay = e +x°,

Resenje. Opste reSenje odgovarajuée homogene jednacine je

CreV = 4 Cye V9%, a<o,
yh=194 Ci+Cx, a=0,
C) cos(y/ax) +C, sin(y/ax), a>0.

Odredimo prvo partikularno re$enje nehomogene jednadine y” +ay = e u zavisnosti
od vrednosti realnog parametra a. Karakteristi¢na jednacina odgovarajue homogene
diferencijalne jednacine je A>24+a=0. Zaa= —1, A = —1 jeste prost koren ove

jednacine, prema tome partikularno reSenje traZimo u obliku y, =xAe™™.

Imamo izvode y,, = (1—x)Ade iy}, = (x—2)Ae™". Zamenom u jednacinu y"’—y = e~

dobijamo (x —2)Ae™ —xAe ™ =™ tj. daje A= —% iy, =—35¢* Ako je

a# —1, onda A = —1 nije koren karakteristi¢ne jednacine. Partikularno resenje je
oblika y,, = Be™*. Zaizvode imamo y, = —Be iy} = Be*. Dobijamo jednakost

Be ™ +aBe ™ = ¢ *, odakle sledi B = ﬁ 1yp = llﬂ e
2

Razmotrimo sada oblik partikularno reSenje nehomogene jednadine y’ +ay = x* u
zavisnosti od vrednosti realnog parametra a. Karakteristicna jednac¢ina odgovarajuce
homogene diferencijalne jednacine je 12 +a=0. Zaa =0, A = 0 jeste koren reda 2 ove
jednacine, prema tome partikularno reSenje traZimo u obliku y,, = ¥ (Cx* +Dx+E).
Odgovarajuci izvodi su y, =4Cx’+3Dx*+2Exiy, =12Cx*+6Dx+2E.

Zamenom u jednacinu y” = x? dobijamo 12Cx? +6Dx+2E = x2, j. daje C = 3,
D=E=0iy,, = ﬁ x*. Ako je a # 0, onda A = 0 nije koren karakteristi¢ne jednacine.
Partikularno reSenje je oblika y,, = Fx> + Gx+ H. Za izvode imamo Vp, =2Fx+G
iy, =2F. Dobijamo jednakost 2 F +a(Fx*+Gx+ H) = x*, odakle sledi F = %,

— _ 2 _ 1.2 2
G—O,H——aleym—ax 2z

11



Opste reSenje nehomogene jednacine je

y

= Y tYp TVp,
Cle‘/j‘“‘—FCze_\/j”—kﬁe_x—kéxz—a%, a<OAa#1,
Clex—|—Cze’x—%e’x—x2—2, a=—1,

- C1—|—C2x—|—e*x—|—%x4, a=0,
Ci cos(y/ax) +Cy sin(y/ax) + ﬁe’xqt 12— a%, a>0.
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