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Linearna algebra
Vektorski prostor

Definicija i primeri

Definicija

Uredenu trojku (V,+,-), gdeje V#0,+: V x V — V binarna
operacija na skupu V, (+: (u,v)—»u+v), - Fx V=V
spoljasnja operacija na skupu V, (- : (A,v) = A-v), i (F,+,-)
polje, nazivamo vektorskim prostorom nad poljem F ako
vazi:

@ (V.+) je Abelova grupa;

@ VAeF)(Vu,ve V)A-(u+v)=A-u+A-v;

@ VA,ueF)VveV)(A+u)-v=~A-v+pu-v,

@ (VA,ueF)VveV)(A-u)-v=~A-(u-v);

@ (Ywe V)1.-v=y, gdeje jedinicni element polja F.
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Definicija i primeri

Elemente skupa V nazivamo vektorima, dok elemente polja F
nazivamo skalarima. Binarnu operaciju +: Vx V — V
nazivamo sabiranje vektora, dok spoljadnju operaciju

-:Fx V — V nazivamo mnoZenje vektora skalarom. Neutralni
element za sabiranje vektora 0 nazivamo nula-vektor. Inverzni
element elementa u € V u odnosu na operaciju sabiranja
vektora —u nazivamo suprotni vektor vektora u.

Primetimo, da ovde koristimo svaku od oznaka + i - za dve
razliCite operacije. Npr. ako su u,v € V, sa u+ v oznacavamo
sabiranje vektorauivu V,aakosu a,f €F,sa a+f3
oznaCavamo sabiranje skalara a i B u F. Iz konteksta ¢e uvek
biti jasno o kojoj se operaciji radi, te nema potrebe uvoditi nove
oznake.
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Primer

Neka je F polje. Na skupu V ={(x1,X2,...,Xn)| X1, X2,...,Xn € F},
n e N, svih uredenih n-torki elemenata iz skupa IF, definiSemo
binarnu operaciju +: VxV — V sa

(X1, X2, Xn) + (Y1, Y25+, Yn) == (X1 + Y1, X2+ Y2, ., Xn + Vi),
pokoordinatno sabiranje i spoljasnju operaciju - :F x V — V sa
A-(X1,X2,. .., Xn) = (AX1,AX2, ..., AXn).

Tada je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem FF.

Primer

Neka je I polje. Skup svih matrica tipa m x n nad poliem T,
m,n e N, uoznaci F™*", sa operacijama sabiranja matrica i
mnoZenja matrica elementima polja I jeste vektorski prostor
nad poliem FF.
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Definicija

Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F. Za vektore
Vi,Vo,...,Vy € V kaZemo da su linearno zavisni nad poliemF,
ako postoje skalari oy, tz, . .., on € F, 0d kojih je bar jeda razlicit
od 0, takvi da vazi

O4Vi+0pVo+...+ 0y =0.

linearna kombinacija vektora

Za vektore Kkoji nisu linearno zavisni kazemo da su linearno
nezavisni. Za linearno nezavisne vektore vazi implikacija

Vit ooVot...+anvp=0=>01=a=...=a,=0.

Za skup vektora kazemo da je linearno zavisan, odnosno
linearno nezavisan ako su vektori koji ga obrazuju linearno
zavisni odnosno nezavisni.
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Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

Primer

Za koje vrednosti realnih parametra a i b su vektori u = (a, b, 3)
iv=(2a-b,1) linearno zavisni u vektorskom prostoru R®?

ResSenje.

Vektori u, v € R® su linearno zavisni ako postoje realni brojeve
aiB, a®+B?+#0, za koje vazi au+ Bv =0, odnosno
o(a,b,3)+B(2,a—b,1)=0,1j. (ac,ba,3c)+(2B,(a—b)B,B)=0
ili (ac+2B,ba+(a—b)B,3a+ ) =0. Poslednja jednakost je

ekvivalentna sistemu ac+28 = 0
ba+(a-b)p = 0
3o+ = 0.

Vektori (a,b,3) i (2,a— b, 1) su linearno zavisni ako dati
homogeni sistem ima netrivijalno reSenje. 1z tre¢e jednacine
dobijamo da je = —3a. Zamenom 8 = —3 « u prvu jednacinu
dobijamo da je a=6,adrugu4b—3a=0,tj. daje b= % O
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Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

Primer

Za koje vrednosti realnog parametra k su vektori u = (2,k,—4),
v=(0,k+2,-8)iw=(1,—-1,k—1) linearno zavisni u
vektorskom prostoru R3 ?

|

Resenje

Vektori u, v, w € R® su linearno zavisni ako postoje realni
brojeve a, B iy, a®+ B2+ 1? #0, za koje vazi au+pBv+yw =0,
odnosno o(2,k,—4)+pB(0,k+2,-8)+y(1,-1,k—1) =0, {j.
(2a,ka,—4a)+(0,(k+2)B,—8B)+ (v,—7v,(k—1)y) =0li
Qa+v,koa+(k+2)B—7v,—4a—8B + (k—1)y) =0. Poslednja
jednakost je ekvivalentna sistemu 2¢+y = 0
ko+(k+2)B—y = 0
—4a—-8B+(k—-1)y = 0.
Vektori u, v i w su linearno zavisni ako dati homogeni sistem
ima netrivijalno reSenje, t.j. ako je determinanta matrice
sistema jednaka nuli.
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Za determinantu matrice sistema vazi

2 0 1 | =2(k+2)(k—1)—8k+4(k+2)—16
k k+2 -1 | =(k+2)(2k—2)—8(k+2)+4(k+2)
4 8 k-1 =(k+2)(2k—6)=2(k+2)(k-3).

Prema tome, za k = -2 ili Kk = 3 vektori u, vi w su linearno
zavisni. Za k =3 imamo da je u=(2,3,—4), v=(0,5,-8) i
w = (1,—1,2). Lako se moze zakljuciti da je u =2w+v. Ovu
vezu izmedu vektora u, v i w dobijamo iz jednacine

av+ Bu+yw =0, odnosno nalazenjem netrivijalnog reSenja

sistema 20+y = 0
3a0+58—-yv = 0
—4a-8f+2y = 0.
|z prve jednacine dobijamo da je y = —2«, §to zamenom u
drugu i treu jednacinu daje B = —a. Skup svih reSenja
homogenog sistema je {(t,—t,—2t) | t € R}. Za proizvoljno ¢
razlicito od nule dobijamo linearnu zavisnost vektora u, v i w. 0
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Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

Sledeci primer ilustruje vaznost polja nad kojim razmatramo
dati vektorski prostor.

Primer

Pokazati da su vektoriu = (2+i,1+2i) iv=(1-2i,2—1)
vektorskog prostora C? linearno nezavisni, ako vektorski
prostora C? razmatramo nad poliem R, i da su linearno zavisni
ako vektorski prostora C? razmatramo nad poljem C.

Resenje

Vektori i v su linearno nezavisni nad poljem R ako za svako
o, B € R vazi implikacija acu+ v =0= a = . Jednacina
o(2+i,1+2i)+B(1—-2i,2—i) =0, odnosno
(2+No,(1+2))a)+((1—-2/)B,(2—1i)B) =0, 1.
(+Na+(1-2)B,(1+2)a+(2—-i)B)=0iIli
(2a+B)+(a—2B)i.(a+2B)+(2a—B)i)=0je

ekvivalentna sistemu

|
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20+f = 0 oao-28 = 0
o+28 = 0 20—-B = 0,

a dati sistem ima jedino trivijalno reSenje.

Vektori u i v su linearno zavisni nad poljem C ako postoje
brojevi a, B € C, koji nisu istovremeno jednaki 0, za koje vazi
au+pBv=0. Jednacina a(2+i,1+2i)+ (1 —2i,2—1i) =0, j.
(2+N)a+(1—-2)B,(1+2))a+(2—1i)B) =0 je ekvivalentna
sistemu

@+ha+(1-2)B = 0
(1+2)a+(2-)B = O,

2+i 1-2j
14+2i 2—i
2+i)2-)-(1+2i)(1—-2))=(4+1)—(1+4)=0. Prema
tome, sistem ima netrivijalno reSenje i vektori su linearno
zavisni.

Cija je determinanta matrice sistema
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Teorema

Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F | neka su
Vi,Vo,...,Vn Vektoriiz V. Tada vaZi:

o
Q

o
%]
o

©

ako postojii, 1 < i < n, takvo da je v; = 0, onda su vektori
Vi, Vo,...,Vn linearno zavisni;

ako postoje i i j, 1 < i< j<n, takvi da je v; = v;, onda su
vektori vy, Vo, ..., vy linearno zavisni;

ako je skup {vi,Vva,...,Vp} linearno nezavisan, onda je i

svaki njegov podskup takode linearno nezavisan;, _
ako je skup {vy,Vva,...,vs} linearno zavisan, onda je i svaki

njegov nadskup takode linearno zavisan, .
ako je skup {v1, Vve,...,vp} linearno nezavisan i ako za

OC1,ag,...,an,ﬁ1,ﬁ2,...,ﬁnEF vazi

Vit oVo+...+0nVh=PB1Vvy+BoVo+...+ BnVvp,
ondajeoz1:[31,0:2:[32,...,95,7_:[3,,. ] ]
skup vektora {vy,Va,...,Vn} je linearno zavisan ako i samo
ako je za neko i, 1 < i < n, vektor v; linearna kombinacija
oslalih vektora iz datog skupa.
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Potprostor vektorskog prostora

Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad polijem F i neka je U
neprazan podskup od V. Ako je (U, +,-) vektorski prostor nad
poliem F, gde su + i - nasledene operacije iz (V,+,), onda
kazemo da je U vektorski potprostor od V. Ako je U # {0} i
U # V, onda kazemo da je U pravi vektorski potprostor

od V.

Teorema

Uredena trojka (U, +,-), 0 # U C V, je vektorski potprostor
vektorskog prostora (V,+,-) nad poljem I, ako i samo ako vaZi

Mu,veU)u+vel,
(VaeF)(VvueU)a-uecU.

Teorema

Uredena trojka (U, +,-), 0 # U C V, je vektorski potprostor

vektorskog prostora (V,+,-) nad poljem I, ako i samo ako vaZi
(Va,peF)(Vu,velU)a-u+p-vel.
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Potprostor vektorskog prostora

Primer

Ispitati da li je V ={(0,x,y) | x,y € R} vektorski potprostor
vektorskog prostora R3.

Resenje.
Na osnovu prethodne teoreme treba pokazatidaje V #0idaje

(Vo, B € R)(V(0,x,Y),(0,z,w) € V) a(0,x,y)+B(0,z,w) € V.
Ocigledno je V #£ 0. Vazi
a(0,x,y)+B(0,z,w) = (0,ax,ay)+(0,8z,Bw)
= (0,ax+pBz,ay+pw).

Kako su a,f,x,y,z,w € Rimamo da je ax+ Bz, ay + Bw € R,
pa je prema tome (0,ax+ Bz,oy +Bw) € V. O
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Primer
Odrediti skup V' svih matrica permutabilnih u odnosu na

1 .
3 2 ] . Zatim
pokazati da je V vektorski potprostor vektorskog prostora R%*2,
gde je R2*2 skup svih kvadratnih matrica nad poliem R.

.. . , , 2
operaciju mnoZenja matrica sa matricom A = [

ResSenje.

—
| —

<
>

Moze se pokazatida je V = X‘X: 3y y],x,yeR}.
Pokazimo da za svako a, 3 € R i svako X,Z € V vaZi
aX+BZ < V. Imamo da je

z W] [ ax+Bz ay+Bw

_ Xy
aX+BZ_a[3y x]+ﬁ[3w z| [3(ay+[3w) ax+ﬁz]'
Odakle zakljuCujemo da je a X +BZ € V. O
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Teorema

Neka je dat homogeni sistem, sa koeficijentima u polju R, m
linearnih algebarskih jednacina sa n nepoznatih x1,Xo, ..., Xn:

ajixy + apXe + ... + agpxp = 0
aniXy + amXo + ... + amxp, = 0
amX1 + amXe + ... + amXp = 0,

i neka je V skup svih resenja datog sistema. Pokazati da je V
vektorski potprostor vektorskog prostora kolona-matrica R"<1.
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Potprostor vektorskog prostora

Neka je
a1 a2 ... Aain 2] 8
a a ... a X2 .
A _ 21 22 2N , X — i i 0 —
am1 am2 000 amn mxn Xn 0
nx1 mx1

Dati sistem mozemo zapisati u matricnom obliku A- X = 0. Ovaj
sistem uvek ima trivijalno reSenje, prema tome skup resenja V

je neprazan. Dalje, neka su X i Y dva proizvoljna reSenja datog
homogenog sistema, dokazimo da za svako a, 3 € R vaZzi da je
i aX + BY takode reSenje datog sistema. Imamo da je

A-(aX+BY)=A-(aX)+A-(BY)=a(A-X)+B(A- Y)=a-0+p-0=0.

Prema tome, i a X+ BY je reSenje datog sistema.



Linearna algebra
Vektorski prostor
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Definicija

Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F. Skup svih
linearnih kombinacija vektora vy, Vs, ..., vy, € V, u oznaci

g(v1aV27---aVn):{a1V1‘|‘a2V2+---+05nVn|a1aa2a---7anE]F}a

nazivamo linearnim omotacem ili linealom vektora
Vi,Vo,...,Vn. KaZemo da vektori vy, Vo, ...V, generisu ili
razapinju £(vq, Vo, ..., Vp).

Definicija

Neka je W neprazan podskup od V. Skup {vy,vs,...,Vp}
nazivamo generatorskim skupom skupa W ako vaZi
W= _2(v1,vo,...,Vpn), Lj. ako se svaki vektor iz W mozZe
predstaviti kao linearna kombinacija vektora vy, Vs, ..., Vp.
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Linearni omotac (lineal)

Neka je U proizvoljan neprazan podskup od V. Skup svih
linearnih kombinacija vektora iz U

ZL(U)={a1vi+opVot...+0pVn| Vi, Vo,..., Ve U, 04,0, ...,an € F,n€ N},

nazivamo linearnim omotac¢em ili linealom skupa U. Skup U
nazivamo generatorskim skupom skupa W ako vazi

W = _Z(U), t.j. ako se svaki vektor iz W moze predstaviti kao
linearna kombinacija vektora iz U.

Teorema

Neka je (V,+,-) vektorski prostor nad poljem F i neka su
Vi,Vo,...,Vyp € V. Tada je £(v1,Va,..., V) vektorski potprostor
od V. Takode, ako je U neprazan podskup od V, onda je £ (U)
vektorski potprostor od V.
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Linearni omotac (lineal)

Neka su dati vektori u = (1,1,1) i v =(2,3,0) vektorskog
prostora R3. Odrediti lineal vektora u i v.

Resenje.
Lineal .Z(u, V) je skup svih linearnih kombinacija vektora ui v,
tj.

Z(u,v) = {au+Bvia,peR}
{a(1,1,1)+B(2,3,0) | o, B € R}
{(a+2B,004+3B,) | a, B € R}.
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Baza i dimenzija vektorskog prostora

Definicija

Skup {vq,Vs,...,Vp} Nnazivamo bazom vektorskog prostora
(V,+,) nad poliem I ako je generatorski skup od V i ako su
vektori vy, Vo, ..., Vy linearno nezavisni.

Skup U nazivamo bazom vektorskog prostora (V,+,-) nad
poljem I ako je linearno nezavisan generatorski skup od V.
Teorema

Ako vektorski prostor (V,+,-) nad poljem F ima bazu koja ima
n elementa, onda svaka druga baza od V ima n elemenata.
Za vektorski prostor kazemo da je kona¢no-dimenzionalan ako
ima konac¢nu bazu. Na osnovu prethodne teoreme,
zaklju€ujemo da su u kona¢no-dimenzionalnom vektorskom
prostoru svake dve baze istobrojne.

Definicija

Dimenzija konac¢no-dimenzionalnog vektorskog prostora V, u
oznaci dim V, je broj elemenata baze.
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Teorema

Neka je {v1,Vva,...,vn} baza vektorskog prostora (V,+,-) nad
poljiem IF. Tada se svaki vektor u iz VV moZe predstaviti na
jedinstven nacin kao linearna kombinacija vektora vy, vo, ..., Vp,
lj. postoje jedinstveni skalari o, ap, ..., on € F takvi da je
V=01V +0pVo+...4+0pVp.

Dimenzija vektorskog prostora V = {0} je jednaka 0.
Primer

Dimenzija vektorskog prostora F", svih uredenih n-torki nad
poliemT, je n, a jedna baza je {ey,e,...,en}, gde je
ei=(1,0,...,0), &2 =(0,1,...,0), ..., e, =(0,0,...,1). Svaki
skup od n linearno nezavisnih vektora u prostoru R" obrazuje
bazu tog prostora. Prema tome, jos jedna baza vektorskog
prostoraF" je {fi,f,...,fx}, gde je fi = (1,0,...,0),
h=(1,1,...,0), ..., fh=(1,1,...,1).
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Primer

Dimenzija vektorskog prostora V = {(0,x,y) | x,y € R} nad
poliemR je 2, a jedna baza je {(0,1,0),(0,0,1)}.

Primer

Dimenzija vektorskog prostora

vz{x
bazaje{“) H[g H}

Primer

X= [ 3); i },x,yeR} nad poliem R je 2, a jedna

Dimenzija vektorskog prostora C?, svih uredenih parova
kompleksnih brojeva, nad poljem C, je 2, a jedna baza je
{(1,0),(0,1)}, dok je dimenzija ovog vektorskog prostora nad
poljem R jednaka 4, sa jednom bazom {(1,0),(/,0),(0,1),(0,/)}.
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Primer

Dokazati da je skup {v1, Vo, Vs, V4}, gde je vy = (1,1,2,1),

Vo = (17_17071)1 V3 = (0707_171) iV4 = (172,2,0),jedna baza
vektorskog prostora R*. Predstaviti vektor u= (1,1,1,1) u ovoj
bazi.

Resenje.

Dimenzija vektorskog prostora R* je 4. Na osnovu prethodne
teoreme, skup od &etiri linearno nezavisna vektora iz R* je baza
tog vektorskog prostora. Prema tome, dovoljno je pokazati da
su vektori v4, Vo, v3 i V4 linearno nezavisni, tj. da vazi implikacija
Vi + Vot azVa+aavs=0= oy = oo = o3 = a4 = 0. Vazi
OV +0pVo+ 03V3+ 0gVy =
oq(1,1,2,1)+ap(1,-1,0,1)+ 3(0,0,—1,1) + a4(1,2,2,0) =
(04 + 0o+ 0g, 04 — Otp +204,2011 — 03 + 2044, 01 + 02 + 03) = 0.
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Prethodna jednacina je ekvivalentna sistemu

o+ o + as = 0
04 — O +2a4 = 0
204 —az3+2a4 = 0
o4+ 0p + 03 = 0.

Vektori vy, Vo, V3 i V4 su linearno nezavisni ako i samo ako dati
homogen sistem ima jedinstveno reSenje, tj. ako i samo ako je
determinanta sistema razliCita od 0. Imamo

1 1 01 1 0 0 0
1—102:1—201::§7$g:
2 0 -1 2| |2 -2 -1 0 5 1 1
11 0 1 0 1 —1
2 0 1

0 -1 —1|=—2-(141)=—4#0.

0 1 —
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Kako je skup {vy, va, v3,v4} baza vektorskog prostora R*, svaki
vektor iz R* se moze na jedinstven nagin predstaviti kao
linearna kombinacija vektora vq, v», v3 i v4. Prema tome,
postoje jedinstveni realni brojevi By, Bz, Bz i B4 takvi da vaZzi
u= ﬁ1 Vq +B2V2+B3V3+ﬁ4V4, odnosno (1,1,1,1) =
B1(1,1,2,1)+ B2(1,—1,0,1) + B3(0,0,—1,1) + B4(1,2,2,0) =
(B1+ B2+ Ba, B1 — B2 +2B4,2B1 — B3 +24, 1 + P2 + B3)-

Prethodna jednacina je ekvivalentna sistemu

Bi+B + Pa=1 Bi+B + Pa=1
Bi—B2  +2B4 =1 i Bi—B2  +2B4 =1
281 —Bst2Bs =1 7 Bi+B2—P3 =0
B1 + B2+ B3 = 1. B1 + B2+ B3 = 1.

—_

Resenje datog sistema je (3, 4.%,3)-

—_
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