Neodredeni integrali

Smena promenljive 1 parcijalna integracija
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1 Kratak teorijski pregled
1.1 Definicija neodredenog integrala

Neka je f funkcija definisana na intervalu (a,b).
Ako postoji funkcija F takva da vazi

(Vx € (a,b)) F'(x) = f(x),
onda kaZemo da je F primitivna funkcija funkcije f na intervalu (a, b).
Neka je F proizvoljna primitivna funkcija funkcije f na intervalu (a,b).

Neodredeni integral funkcije f, u oznaci [ f(x)dx, definiSe se

[fdx=Fw=+c, xe(ab), Cer

Neodredeni integral je skup (familija) svih primitivnih funkcija date funkcije na odredenom
intervalu.

NalaZenje integrala (integracija) je postupak inverzan diferenciranju:

[are = [ £wdr= 0 +c,

fx)= %Cx), df(x) = f'(x)dx.

d / F(0)dx = d(F(x) +C) = F'(x)dx = f(x)dx.



Linearnost integrala:
[(@f)+Bew)dr=a [ fdr+p [gwdx+c, apek.

1.2 Tablica neodredenih integrala

Tablica neodredenih integrala

[x*dx = ﬁx““ +C,a#—1 f% = In|x|+C

Jedx=¢e"+C Ja'dx=;a"+C,a>0,a#1
[ sinxdx = —cosx+C J cosxdx = sinx+C
si(rlz)zcx = —ctgx+C szx =1gx+C
[ shxdx = chx+C J chxdx = shx+C
'V‘Z—gx:—cthx—i—c 'ﬂ:tghx—&—c
f\/‘b‘i:arcsinx—l—C i —ln\x—l—\/xzil\—i—C
1—x2 1/
C dx ll x—1 C

szfarctngr fx2 ; n|x+1|+

1.3 Smena promenljive u neodredenom integralu

e ¢(x) =t Ako funkcija ¢ ima inverznu funkciju v i ako su funkcije f, v i v/
neprekidne, tada je

/f dx—/f Ydy(1)+C = /f 1)di +C.
Smena ¢@(x) = se najéedce koristi kod integrala oblika [ f(@(x)) @’ (x)dx.
/f( dX*/f x))do(x)+C = /f 1)dt +C.
e x=@(t) Ako su funkcije f, ¢ i @' neprekidne, tada je

/ dx—/f Nde(t) +C = /f '(t)dt +C.

1.4 Metoda parcijalne integracije

Ako su u i v diferencijabilne funkcije promenljive x na intervalu (a,b), tada na tom

intervalu vaZi X X
/ u(x) dv(x) = u(x) v(x) — / v(x) du(x)+C



2 Zadaci

2.1 Jednostavni zadaci za vezbu

Domaci zadatak 1. Nadi sledece integrale:
i) J(52) dx,
i) [*7 dx,

iii) [ YL gy,

R

iv) f 2x+116¥5xfl d_x’
v) [(1+ sinx+ cosx) dx,

vi) [ctg’x dx,

.. 2
vii) [ {57 dx.

[x —2In|x| - % +C]

2 c-x . 1 A-x
(=755 + 52" +C]
[x — cosx + sinx + C]
[—ctgx —x+C]

[x —arctgx +C]

2.2 Smena promenljive u neodredenom integralu

Zadatak 2. Nadi sledece integrale:
i) [(2x—5)'%x,
Domadi zadatak 3. Nadi sledeCe integrale:
0 [55.
i) [(2x—3)'0 dx,
i) [ %
) [v2-3xdx,
v) fe—5x+4 dx,
vi) [cos(7x) dx,
.. d
V”) f sin2(3))cc+4) ’
viii) [ L.
Zadatak 4. Nadi sledece integrale:
i) [x23/x3+2dx,

if) fxizcos% dx,

.. dx
”) 1+cosx*



dx
l”) xInx’

iv) [tgxdx,
tgx+\/§
v) fl—\/gtgx X

. (sinx—cosx)?
Vl) f sin2x dx’
vii) [dx.

Domadi zadatak 5. Nadi sledece integrale:

. xdx
i) 14227

i) [ )%2,
lll) flnzjgdxa

v) [x e dx,

V)
v i) Sinx+cosx

\3/ SinX—cosx ’

vii) [ sin’x dx,
viii) [ cos®x dx.

2.3 Metoda parcijalne integracije

Zadatak 6. Naci sledece integrale:

i) [xcosxdx,
if) fx3e"2 dx,
iii) [arctg\/x dx,
)
)

iv) [aresin’x dx,
v) [sin(bx) e™ dx,

. x2
Vl) fm dx.

Domadi zadatak 7. Naci sledeCe integrale:

i) [xsinx dx,

{% + .\'i/lf,\‘) +C

—xcosx + sinx+C]|



i) [ x%sin’x dx,
iii) [xe* dx,

iv) [eV¥dx,

v) [x*e *dx,

vi) [arctgx dx,

vii) [x*arccosx dx,

f arcsinx

vil) [ 4

b

ix) [ arcsli‘x[ dx,

x) [Inxdx.

Domaci zadatak 8. Nadi sledece integrale:

l) fw);zx dxa

arcsmx d
i) [ Y

arcsinx
Xxe

iii) \/7

. arctgx
) [ 22— dx,
(1+22)2

v) [sin(Inx) dx,
vi) [cos(Inx) dx,

vii) fln(smx) dx,

C0S2x
vili) | %55 dx,

ix) [In(x+V1+x?)dx

£ _ 20os(2x) — 2L sin(2x) +c]

(= D) +C]

{2(ﬁ— 1)eV™ +C]
[—(2+2x+2)e " +

q]
[xarctgx -5 }
}

{7 é (2 +2)V1—2+ %x3arcc()sx +C

[2\/ 1 +xarcsinx+4+/1 —x+ C}
[2(v/x— /1 —=xarcsiny/x) +C|

[xInx —x+C)

[xtgx+ In|cosx|+ C]

[arcsinx -tg(arcsinx) +Inv'1 —x* + C}
{% (X o m)eai‘vsinx + C}

Larctgx
1+r2

(3 (sin(Inx) — cos(Inx)) +C

x—1)+C
]
(3 (sin(Inx) + cos(Inx)) +C|

[tgx-In(sinx) —x+C]

[ +]

xln(x+v1+x%) — \/1+x2+C}




2.4 Integral [/1—x2dx
Zadatak 9. Nadi integral [v/1 —x2 dx.

I nacin: Podintegralna funkcija je definisana za x € [—1,1]. Uvodimo smenux = sint,t € [-7,Z].
/\/ 1—x?dx= / V1 —sin?t d(sint) = /v cos?t cost dt
T 2
te[ 7 2]:>cost>O=> Vcos*t cost dt = | cos’t dt

14 cos2t dt cos2t
2, . _ L
/costdt—/ > dt /2 + 2 —dt = 2+4s1n2t+C

r 1 t 1
=5 + Esint cost+C = 3 + Esinfm*'c

Funkcija x = sint,t € [—F, %] ima inverznu funkciju t = arcsinx.

t 1
— —|— sznt V1—sin2t+C= arcsmx xV1—-x24+C.

II nacin:

=v1—-x2 dv:dx}

= x\/l—xz—f\/l—xzdaﬂ—f
= xV1—x2—I+arcsinx
- arcsmx \/172+C
= —x

dx
V1-x2

2.5 Rekurentne formule

Zadatak 10. Izvesti rekurentnu formulu za izraCunavanje integrala I, = [ (lfﬁ)n.
Zadatak 11. Izvesti rekurentnu formulu za izraCunavanje integrala I, = Slffl’,ﬁx.
Domadi zadatak 12. Izvesti rekurentne formule za izraCunavanje integrala:
i) I, = [sin"x dx, [I,, = f%sin“’lx - CcosX + %I,, 2}
ii) I, = [cos"x dx, [I,, = %(rr)s” Ux - sinx+ ’—I,, 7}
lll) I — dx I — sinx + n A[
n—J cos'x" n (n—1)cos"1x ' n—1
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