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Linearne diferencijalne jednacine viseg reda

Definicija
Diferencijalnu jednacinu
YO ) + A0V D0 4+ Fa 1 ()Y () + Fa(X)y (x) = F(X),

gde su funkcife fi, o, ..., fy, F definisane i neprekidne na
nekom intervalu (a, b), kona¢nom ili beskonacnom, nazivamo
linearnom diferencijalnom jednacinom n-tog reda.

Funkciju F nazivamo slobodnim ¢lanom date diferencijalne
jednacine. Ako za slobodan ¢lan F vazi da je F =0, odnosno
ako je (Vx € (a,b)) F(x) = 0, kazemo da je diferencijalna
jednacina homogena, u protivnom je nehomogena.
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Svakoj nehomogenoj linearnoj diferencijalnoj jednacini
YO ) + A0V ) 4+ F1 ()Y () + Fa(X)y (x) = F(X),
pridruzujemo odgovaraju¢u homogenu jednacinu

YO 0) + H YD) + -+ Faa (X)Y (%) + Fa(X)y (X) = 0.
Ako su koeficijenti fi, fo, ..., f, realne konstante, datu
diferencijalnu jednacinu nazivamo linearnom diferencijalnom
jednacinom n-tog reda sa konstantnim koeficijentima.

Prvo ¢emo se detaljnije baviti homogenim linearnim
diferencijalnim jednaCinama.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Homogena linerana diferencijalna jednacina uvek ima re$enje
y =0, koje nazivamo trivijalnim resenjem.

Teorema
Jedino resenje homogene linearne diferencijalne jednacine
n-tog reda koje zadovoljava pocetne uslove

y(x0) =0,y (%) =0, ..., y("(xy) = 0 za proizvoljno

Xp € (a,b) je trivijalno resenje y = 0.

Teorema

Ako su y1, yo, ..., ¥n resenja homogene linearne diferencijalne
jednacine n-tog reda, onda je i

y(x) = Cyy1(x)+ Coyo(x) + ...+ Chyn(x) njeno reSenje, gde su
Cy, Co, ..., C, proizvoline konstante.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Neka su yq, yo, ..., ¥n resenja homogene linearne
diferencijalne jednacine n-tog reda. Tada determinantu

W(Y1a}’27---a}/n;x):

y1(x) o(¥)  o yaa(X) ya(x)
yi(x) Yo(X) oo ypa () yn(x)
VA0 w2 L P00 v P
Y0 vy v ()

nazivamo vronskijanom ili determinantom Vronskog.

Skup reSenja {y1, ¥o, ..., ¥n} za koji vazi

W(y1, yo, - .., ¥n; X) # 0 nazivamo fundamentalnim sistemom
resenja.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Definicija
Funkcije @1, @2, ..., ¢, definisane na intervalu (a, b) nazivaju se
linearno zavisnim ako postoje konstante a4, o, ..., on € R,

a?+03...+ 02 #0, takve da za svako x € (a,b) vazi

o4 @1(X) + a2 2(X) + ...+ an@a(x) = 0.

Ako ovakve konstante ne postoje, tj. ako iz Cinjenice da za
svako x € (a,b) vaZi o @1(x)+ 0 Po(X) + ...+ 0n op(x) =0,
sledida je a1 = ap = ... = a, = 0, kaZemo da su funkcije
¢1, P2, ..., @n linearno nezavisne.

Primer

Funkcije @1(x) = cos(2x), @2(x) = cos® X, ¢3(x) =sin®x i

¢©4(x) =1 su linearno zavisne.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

PokaZimo da postoje konstante o4, ap, a3, a4 € R koje nisu sve
jednake nula takve da je

o @1(X) + o @2(X) + a3 P3(X) + aa @a(x) = 0.
Imamo da je

o1 @1(X) + a2 P2(X) + a3 P3(X) + 0g P4(X) =

oy cos(2x) + ap cos® X + g sin?x+as1=

1 (cos? x —sin? X) + ap cos? X + 0 sin® X + ag (cos® X +sin® x) =
(04 4 0o + i) cos® X + (— 0y 4 a3 + ag) sin® x = 0,

tj. dobijamo homogeni sistem

O + Olp + Oy =0

—o+az+og = O.
Jedno netrivijalno reSenje datog sistema je npr. a4 =1,
ow=-2,03=0,04=1. Vazi daje
cos(2x) —2cos® x +1 = 0. O
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
1° (Vx e (a,b)) W(y1, Yo, ..., ¥Yni X) =0;
2° (Ixo € (a,b)) W(y1, y2, .-, ¥niXo) = 0;
3° resenja homogene linearne diferencijalne jednacine n-tog
reda yi, ¥, ..., ¥n SU linearno zavisne funkcije.

Teorema

Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
1° (3x € (a,0)) W(yy, Yo, .-, Ymi Xo) #0;
2° (VX € (a, b)) W(y1 s Vo, ..o, Yn;X) 7’5 0;
3° resenja homogene linearne diferencijalne jednacine n-tog
reda yy, ¥, ..., ¥n SU linearno nezavisne funkcije.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Primer

Pokazati da su y; = e X i y, = & dva linearno nezavisna
resenja homogene linearne diferencijalne jednacine
(x4 1)y" — (4x2 +1)y’' —2(2x%> +x+1)y = 0.

ResSenje.

Dokazimo prvo da su y; = e i y» = e redenja date
jednacine. Imamodajey;=e X, yj=—e Xiy/ =e*.
Zamenom u jednadinu

(2x+1)y” — (4x%>4+1)y’ —2(2x? + x + 1)y = 0 dobijamo
Cx+1)e X+ (4x2+1)e X —2(2x°> +x +1)e ¥ =
(2x+1+4x2+1—4x2—2x —2)e X = 0. Za funkciju y; = e<°,
vazi y, = 2xe" i y! = (2+4x2)e*’. Zamenom u polaznu
diferencijalnu jednacinu imamo

(2x+1)(2+ 4x2)eX* — (4x2 +1)2xeX* —2(2x2 + x +1)e** =
2(2x+1+4x3+2x2 —4x3 —x —2x2 — x —1)e¥ = 0.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Pokazimo koriste¢i prethodnu teoremu da su ova dva reSenja
linearno nezavisna. Na intervalima (—oo, —%) i (=%, +0) data
jednacina je ekvivalentna jednadini y” — "'Q’fﬁ y’—22"22)(++’(1+1 y=0.
Za svako x iz intervala (—co, —3) ili (— 4, +oo) vazi
2

yi(x) yo(x) (e e >
W(y1, yo;x) = / A= , =(2x+1)e" X £0.

yi(x) Ya(x)|  |—e™* 2xe¥

O

Trivijalno reSenje y = 0 je linearno zavisno sa bilo kojim
skupom resenja.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Neka su y1 i y» dva netrivijalna linearno zavisna re$enja
homogene linearne diferencijalne jednacine

y'(x)+H(x)y' (x)+ f(x)y(x) =0, x € (a,b). Tada postoje
konstante Cy,Cy € R, C? + C3 # 0, takve da za svako x € (a, b)
vazidaje Cy y1(x)+ Coy2(x) =0. Imamo da je

(Vx € (a,b) }’2&; = —%f = const. Sa druge strane,
y1(x)  ya(X) , ,
Wy, yeix) =1 | =rx)ye(x) = ya(x)yi(x) = 0
yi(x) ya(x)
implicira (¥x € (2,0)) 203 = 203, t. [t dx— [ ax,
odnosno In|yy(x)| = In|ya(x)|+In|k|, ili y1(x) = Kk y2(x), Sto daje

X
o = k:
Teorema
Ako su yq, yo, ..., ¥n linearno nezavisna reSenja homogene
linearne diferencijalne jednacine n-tog reda, onda je

Y(xX) = Cyy1(x)+ Coyo(Xx)+ ...+ Cnyn(x) njeno opste resenje.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Homogene linearne diferencijalne jednacine Il reda

Razmotrimo sada detaljnije homogenu linearnu diferencijalnu
jednacinu Il reda y”(x) + f; (x)y'(x) + f(x)y(x) = 0.

Smenom y(x) = e/ 2()9x data jednacina se svodi na Rikatijevu
diferencijalnu jednacinu prvog reda. Zaista, ako je

y(x) = e/ 29X imamo y’(x) = z(x) e/ 2X)9xj

y(x) = (2/(x) +22(x))el 7)o,

Zamenom u polaznu jednacinu dobijamo

(ZI(X)—i—Zz(X))efz(X)dX—}- f1 (X)Z(X) efz(x)dx+ fQ(X)efz(X)dX -0,
g.
2/(x) = ~22(x) ~ (x)2(x) - fo(x).

Za nalazenje opsteg reSenja homogene linearne diferencijalne
jednacine Il reda dovoljno je poznavati samo jedno njeno
partikularno reSenje.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Homogene linearne diferencijalne jednacine Il reda

Teorema (LIOuUVILLEOva formula)

Ako je yy netrivijalno partikularno resenje homogene linearne
diferencijalne jednaéine Il reda y” +fi(x)y’ + f(x)y =0, onda

jeyZ(X) =N (X) I% ( )
resenje date jednacine linearno nezavisno od y;.

(x)dx g x takode partikularno

Dokaz
Neka je y; netrivijalno reSenje date homogene linearne
diferencijalne jednacine Il reda. PotraZzimo drugo resenje u
obliku yo(x) = z(x) y1(x), gde je z funkcija koju treba odrediti.
Zamenom J» i odgovarajucih izvoda
Yo(x) = Z'(x)y1(x)+z(x) y;(x

)
Yo (x) = 2"'(x)y1(x)+22'(x) y;(x) + 2(x) y{ (%),
u polaznu Jednacmu dobljamo
)y1(x)

(
Z'(x) y1(x) +22'(x) y1 () + 2(x) y{ (xX)+
() (Z'(x) y1(X) + 2(x) y1 (X)) + f2(x) 2(x) y1 (x) = O,
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Homogene linearne diferencijalne jednacine Il reda

0dnOSNO -y (x) 2'(x) + (24 (%) + 1 (X) y1(x)) 2/ (x)+
i (X) +fH(x) y1(x) + 2(x) y1(x)) 2(x) = 0.

Kako je y1 reSenje polazne jednacine imamo

y1(x)2"(x) + 2y (x) + H(x) y1(x)) Z'(x) = 0, 1.

Z”(X): 2}’1(X);F1f(1(;()}’1(x) ( ). Dalje, kako je ZN(X) dE(X)

dobijamo diferencijalnu jednacinu koji razdvaja promenljive

dzf(f(x) _an );f(‘)g)) 1) gx, &ije je opéte resenje

/d;(x’;) _2/Jy’1g dx— /f1(x)dx, odnosno

In|Z/(x )|——2In|y1(x)\—/ (X)dx, . Z(x ) LI
e ff1(x)dxdx

Opste reSenje ove jednacline je z(x) = 2(x)

Vraenjem smene

Y2(X):Z(X)Y1(X):}’1(X)/ 700 € e~ /h(x)dxdx. Kako %2 nije
konstanta, zakljuujemo da su y; i y» linearno nezavisna
reSenja.
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Homogene linearne diferencijalne jednacine

Homogene linearne diferencijalne jednacine Il reda

Primer

Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
x2(x2 =1)y" — (x> =2)(xy’ —y) =0, x € (1,+c0) ako se zna da
je jedno partikularno resenje oblika y1(x) = ax + b.

Za funkciju y1(x) = ax+bvazi y{(x) = ai y{(x) = 0. Zamenom
funkcije y; i njenih izvoda u datu diferencijalnu jednacinu
dobijamo ax — (ax+b) =0, odakle sledidaje b=0iza a=1
dobijamo jedno partikularno reSenje y;(x) = x. Drugo linearno
nezavisno resenje dobijalmo primenom LIOUVILLEove formule

. .. 2_ 2_
na jednadinu y”’ — ’((Xf%)yurxﬁxgzz)y—o Imamo
[ x2-2 dx 2x2 -2 x2 M_f xdx
ygzx/ e x-1) VCax = x/ w2 Pox = x/ e 2-1d x

x2

:x/ ewz dx=x

\/7 =xIn(x+vx2-1).

Opste reSenje date jednacine je
y(X) = Ciy1(x) + Coa(x) = Crx + Cox In(x +VxB—1). [
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Nehomogene linearne diferencijalne jednacine

Teorema

Neka je yy opste reSenje odgovarajuc¢e homogene jednacine i
Yp jedno partikularno resenje nehomogene jednacine. Tada je
opSte resenje nehomogene jednacine dato sa

Y(X) = Yn(X) + Yp(X).

Teorema (Metoda varijacije konstanata)

Neka su y1, yo, ..., ¥n linearno nezavisna resenja homogene
linearne diferencijalne jednacine. Tada je opste reSenje
odgovarajuce nehomogene jednacine dato sa

y(x) = C1(x) y1(x) + Ca(X) Yo (Xx) + ...+ Cn(x) yn(x), gde su
Cy,Co,. .., C, funkcije Cije izvode nalazimo resavanjem sistema:

C1(X) y1.(X) + C(X) Y2 (X) + ...+ Ch(X) yn(x) = 0
C}(X) ¥4 (X) + Ch(X) yp(X) + ...+ Ch(x) ya(x) =

)20+ o) 2 (x) + .4 Chx) v P (x) =0
)00+ o) V) 4+ CR) vV (x) = F(x).

C

/
/
Ci(x
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Nehomogene linearne diferencijalne jednacine

Primer

Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
x(1=x)y"+(@2x2=1)y'+2(1 —2x)y =2x%(x —1)?,

X € (1,+e), ako se zna da je jedno partikularno resenje
odogovarajuée homogene jednadine oblika y; = aeb*.

ResSenje.

Za funkciju yy(x) = aePX vazi y;(x) = abeP* i y/(x) = ab? ebX.
Zamenom funkcije y1 i njenih izvoda u datu diferencijalnu
jednadinu x (1 —x)y” +(2x2 — 1)y’ +2(1 — 2x) y = 0 dobijamo
ab?x(1—x)eP* +ab(2x?—1)eb*+2a(1 —2x)e’* =0,
odnosno (2b— b?) x2 + (b? —4) x +2 — b = 0, odakle sledi da je
b=2iza a=1 dobijamo jedno partikularno reSenje
y1(x) = €2*. Drugo linearno nezavisno resenje dobijalmo
primengm LiouviLLEove formule na jednacinu

x“—1 2x—1

A — x2(x71)y,+2x(x71) y = 0. Imamo
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Nehomogene linearne diferencijalne jednacine

x 71 2x2—2x+2x—1 d
o = & [geel = e [l T

— / e 2 X g — eZX/(XQ—x)e‘ZX dx
u=x2-x, dv=e?Xdx,

{du:(2x—1)dx, v:—;ezx}

= e2X (—)(22’(6_2X—|—/2)(216_2de

u=251 dv=e2Xdx,

du=,dx, v=-}e2¥

2
_ _x 2—x +62X <_2x4—1 efzx_i_/%efo dX>

= 2 4 1 2
Opste reSenje homogene jednacine je
y(x) = C1y1(x) —2 Caya(x) = C162* + Cox?.
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Nehomogene linearne diferencijalne jednacine

Odredimo sada reSenje nehomogene jednacine
= f(’f_’f) y'+2:805 y = 2x(1 - x) koriséenjem metode
neodredenih koeficijenata. ReSavamo sistem

C| (xg X+ Ch(x)x*=0

2C(x)e2* +2Ch(x)x = 2x (1 — x).
Dobijamo da je (x — x2) Ch(x) = x (1 —x), tj. Ch(x) =11
Cj(x)=—x2e2*. Sledidaje Co(x) = [dX=x+Ds i

2 —2x
[y a2x gy u=x=, dv=e*<*dx,
Ci(x) = /X e dx_{du:Zxdx, v e }

— _ Aa—2X
B X—Zefzx—/xefzxdx— u=x dv=e“*dx,
=3 - 1,-2x
du=dx, v=-3e

2 _ _ 2 _ _
— x2+xe 2x_/%e 2xdx:x£rxe 2x+%e 2X+D1

2
_ 2x +42x+1 e—2x+ D1

Opste reSenje nehomogene jednacine je y(x) =
C1(x)y1(x) =2 Ca(X)y2(x) = Dy €2X + Dpx? 4 22X 4 43,
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Linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima

Homogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda sa
konstantnim koeficijentima je diferencijalna jednacina oblika

YO O) 4y D)+ g Y (X) + Fy(x) =0,

gdesu fi, fr, ..., f, € R konstante.

Potrazimo re$enje date jednadine u obliku y(x) = e**. Kako je
y®)(x) = Lk e** zamenom u datu jednaginu dobijamo
algebarsku jednacinu

AT+ A 4+ A+ =0,

koju nazivamo karakteristicnom jednacinom, koja je
pridruzena polaznoj diferencijalnoj jednacini.

Svakom korenu karakteristiCne jednacine odgovara jedno
partikularno resenje diferencijalne jednacine. Tako dobijena
partikularna reSenja Cine skup linearno nezavisnih funkcija
(fundamentalni sistem reSenja).
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Linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima

e Ako je A prost realan koren karakteristicne jednacine, onda
je odgovarajuce partikularno resenje diferencijalne
jednagine y, = e*X.

e Ako je A realan koren reda k, k > 1, karakteristiCne
jednacine, onda su odgovaraju¢a partikularna reSenje
diferencijalne jednacine yp, = My, =xe™.. y,, = x "e?x,

e Ako je A = v+ if3 prost kompleksan koren karakteristicne
jednagine, onda je i A = ot — i prost kompleksan koren
karakteristicne jednacine, a odgovarajuc¢a partikularna
reSenja diferencijalne jednacine su yp, = é**cosBx i
Yp, = €%*sinBx.

e Ako je A = a+ip kompleksan koren reda k,k > 1,

karakteristiéne jednagine, onda je i A = o — i kompleksan

koren reda k, k > 1, karakteristicne jednacine, a

odgovarajuca partikularna resenja diferencijalne jednacine

SU Yp, = €% cos BX, ¥p, = X€™cos BX, . .., Yp, = X 1€ cos B,

Yo, = €%sin BX, Yo, ., = X€Xsin BX, ..., ¥p,, = X" 1€*sin Bx.
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Linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima

Primer

Odrediti opste resenje diferencijalnih jednacina:
i) y'=2y'+y=0;
) ! +y _ 0 .
i) y"+ay=0;
iv) y"+3y"+9y—13y =0;
v) y® +4y" 1+ 8y" +8y +4y =0.

Resenje
i) Pridruzena karakteristiCna jednacina je
A2 -2 +1=(A—1)?=0. Data jednacina ima jedan
realan koren reda dva, Ay = A, = 1. Odgovarajuéa
partikularna reSenja su yp, = € i yp, = xe*. OpSte reSenje
date jednacine je y = Ciyp, + Coyp, = C1€¥+ Coxe*.

|
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Linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima

ii) Pridruzena karakteristi¢na jednacina je A2 41 = 0. Data
jednacina ima konjugovano kompleksne korene A, =i i
Ao = —i. Odgovarajuca partikularna reSenja su yp,, =sinx i
¥p, = cosx. OpéSte reSenje date jednacine je
y= C1_}/p1 =+ ngp2 = C1 sinX + CQCOSX.

iil) Razmotrimo sledeca tri sluCaja.
1° Neka je a = 0. Data diferencijalna jednacina se svodi na
jednacinu y” = 0. Pridruzena karakteristiCna jednacina je
A2 = 0. Data jednacina ima jedan realan koren reda dva,
A1=2,=0. Odgovarajuca partikularna reSenja su yp,=1i
Yp,=X. OpSte reSenje jednacine je y=C1yp+Coyp,=C1+Cox.
2° Neka je a < 0. Tada postoji b > 0 takvo da je a= —b?.
Diferencijalna jednacina glasi y” — b%y = 0, a pridruzena
karakteristicna A2 — b? = 0. Njena redenja su realni i
razliciti koreni A1 = b i A, = —b. Partikularna reSenja
diferencijalne jednacine su yp, = € i y,, = €7, dok je
opste reenje date jednacine y=Ciyp,+Coyp,=C1e>+Coe™.
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Linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima

iv)

3° Neka je a > 0. Tada postoji b > 0 takvo da je a = b?.

Diferencijalna jednacina glasi y’ + b? y = 0, a pridruzena

karakteristitna 12 + b? = 0. Njena redenja su konjugovano

kompleksni brojevi A1 = bi i A, = —bi. Partikularna reSenja

diferencijalne jednacine su yp, = cos(bx) i yp, = sin(bx),

dok je opste reSenje date jednacine

Y = CiYp, + Coyp, = Cq cos(bx) + Cosin(bx).

Karakteristicna jednacina date diferencijalne jednacine je

A% +3224+92 — 13 =0. Jedan koren ove jednacine je

1 ‘ 13 9 -—-13
1413 0

dobijamo da su druga dva korena koreni jednaéine

A2 442 +13=22+41+44+9=(1+2)2+32=0, .

Ao = —2+3ii A3 = —2 —3i. Partikularna re$enja polazne

jednacine su yp, = X, Yp, = € ¥ cos(3x) i ¥p, = € 2Xsin(3x).

Opste resSenje je y = Cyyp, + CoYp, + Cayp, =

Cix+ Coe72¥ cos(3x) + C3e2Xsin(3x).

A1 = 1. Koriste¢i Hornerovu Semu
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v) U ovom primeru karakteristicna jednacina je
A4 +423+81%2+81+4=
At +4A2 +4+2(2A3 4242 +41) = (A2 +21 +2)2=0.
Njeni koreniredadvasu Ay =, = —1+47i
A3 = A4 = —1 —i. Odgovarajuca partikularna reSenja su
Yp, = € X CcosX, Yp, = X€ X cosX, Yp, =€ *sinx i
Yp, = X € % sinx. Opste reSenje diferencijalne jednacine je
Y = C1Yp, + CoYp, + C3¥p; + CaYp, =
Cie*cosx+Coxe *cosx+ Cze *sinx+ Cyxe *sinx.

Primer

Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y" +y = tg x.

Opste reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine je
yh = Cysinx + Cocos X.
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Primenimo metodu varijacije konstanata. ReSavamo sistem
C(x)sinx+ Cj(x)cosx =0
C/(x)cosx — C5(x)sinx =tg X.
Imamo da je C}(x) = sinx i Cy(x) = —S2X. Vazida je
Ci(x)= [sinxdx = —cosx+ Dy i
Colx) = — [ $xdx = [ s cosxlx
t =sinx

2
= —/715'" F—cosxdx =
—en dt=cosxdx

1
— [Frdt=t+in|5]+0;
s_|nX 1’—|—D2.

_ o 1
- sz+§|n sin x+1
Opste reSenje nehomogene jednacine je

Sl ‘ +D2> cos X

y = (—cosX+D1)sinX+(SinX+%|n sinx+1

sinx—1
sin x+1

= Dy sinx+ D5 cosx + <$X In
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Primer

Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine
y"+y = €e¥+sinx cos(3x).

Resenje.

Opste reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine je

¥h = Cysinx+ Cocos x. Razmotrimo sada nehomogenu
diferencijalnu jednacinu y” + y = e*. Kako je nehomogeni deo u
obliku F(x) = e**(P;(x) cos(B x) + P2(x) sin(B x))
primenjujemo metod neodredenih koeficijenata. Ispitujemo da li
je A = 1 koren pridruzene karakteristiéne jednaéine A2+1 =0.
Posto nije, partikularno reSenje trazimo u obliku y,, = Ae*. VaZi
daje yp, = A€, y,, = A€~ iy, = AeX. Zamenom funkcije yp, i
njenog drugog izvoda u jednacinu y” + y = e* dobijamo

2Ae =€ . A=1.
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Nadalje, reSavamo diferencijalnu jednacinu

y"” 4+ y =sinx cos(2 x). Nehomogeni deo, transformacijom
proizvoda trigonometrijskih funkcija u razliku, mozemo zapisati
kao sin x cos(2x) = % (sin(8x) —sinx). Trazimo partikularna
re$enja diferencijalnih jednagina y” + y = Jsin(3x) i

y"+y = —1sinx. Kako A = 31 nije re$enje karakteristi¢ne
jednacine imamo da je partikularno re$enje prve jednacine
oblika yp, = B cos(3 x) + C sin(3x). Odgovarajuci izvodi su

Yp, = —3Bsin(3x) +3 C cos(3x) i

Yp, = —9 B cos(3x) —9 Csin(3x). Zamenom u diferencijalnu
jednaginu y” +y = }sin(3 x) dobijamo

—~9B cos(3x) —9Csin(3x) + Bcos(3x) + Csin(3x) = 5sin(3x),
tj. —8 B cos(3x)—8Csin(3x) = %sin(SX). Za konstante Bi C
vazi B=0i C = —, a za partikularno reenje y,, imamo

Yo, = —11—65in(3x).
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Partikularno reenje diferencijalne jednacinu y” +y = — 1 sinx
trazimo u obliku yp, = x (D cosx + E sinx), jerje A =i resenje
karakteristi¢ne jednadine 12+ 1 = 0. Odgovarajudi izvodi su
Yp, = Dcosx+ Esinx —xDsinx+x E cosx i

Yp, = —Dsinx + E cosx — DsinX+EcosX—XDcosX X E sinx.
Zamenom u diferencijalnu jednacinu y” +y = —5 1 sinx dobijamo
—2Dsinx+2E cosx—xD cosx — XES|nX+XDcosX+
xEsinx = —1sinx. Za konstante Di E vazi D=} i E=0,aza
partikularno reSenje yp, imamo yp, =  cosx.

Opste reSenje polazne jednaéine jeY=Yn+Yp, + Yoo+ Yo, =
Cisinx + Cocosx + 3€ — {sin(3x) + % cos x. B
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Primer

Za razne vrednosti realnog parametra a odrediti opste resenje
diferencijalne jednacine y" +ay = e * + x°.

ResSenje.

Opste reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine je
CieV=a* 4 CreVax, a<o,

Yh= Ci+GCox, a=>0,

Cy cos(v/ax)+ Cosin(vax), a>0.
Odredimo prvo partikularno reSenje nehomogene jednacine
y" +ay = e * u zavisnosti od vrednosti realnog parametra a.
Karakteristicna jednacina odgovaraju¢e homogene
diferencijalne jednadine je A24+a=0. Zaa=—1, 1 = —1 jeste
prost koren ove jednacine, prema tome partikularno resenje
trazimo u obliku yp, = x Ae™*.
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Imamo izvode y,, = (1 -x)Ae X iy, =(-2+x)Ae™™.
Zamenom u jednacinu y” — y = e * dobijamo
(-2+x)Ae X —xAe X=e X t.daje A=—J iy, =—%5e X
Ako je a# —1, onda A = —1 nije koren karakteristi¢ne
jednacine. Partikularno reSenje je oblika y,, = Be™. Za izvode
imamo y, = —-Be iy, = Be *. Dobijamo jednakost

Be *+aBe *=e*, odakle sledi B= {15 i yp, = 1158 .
Razmotrimo sada oblik partikularno reSenje nehomogene
jednadine y” 4+ ay = x? u zavisnosti od vrednosti realnog
parametra a. Karakteristi¢na jednacina odgovarajuée
homogene diferencijalne jednadine je A2 +a=0. Za a=0,

A =0 jeste koren reda 2 ove jednacine, prema tome
partikularno resenje trazimo u obliku yp, = x2(Cx? + Dx + E).
Odgovarajui izvodi su y,, =4 Cx3+3Dx?+2EX |

Yp, =12Cx?+6Dx+2E.
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Zamenom u jednadinu y” = x? dobijamo
12Cx?+6Dx+2E=x2t.daje C= {5, D=E=0i

Yo, = ﬂ—zx“. Ako je a+# 0, onda A = 0 nije koren karakteristi¢ne
jednacine. Partikularno resenje je oblika yp, = F X% + Gx + H.
Za izvode imamo y,, =2F x+ G i y,, = 2F. Dobijamo
jednakost 2F +a(F x2 + Gx + H) = x2, odakle sledi F = 1
G=0,H=—2iy,=1x*-2.

Opste reSenje nehomogene jeaénaéine jey=yn+yp, +¥p =
CieV=3 4+ Cre vVt Lext1x2_ 2 a<Ona#1,
Cie*+Cre*—5e*—x2-2, a=-1,
Ci+ Cox+e X+ x4, a=0,

Ci cos(vax)+ Cy sin(ﬁx)—{—ﬁe"%—%xz—%, a>0. o
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