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1 Opsti pojmovi i definicije
1.1 Primeri diferencijalnih jednacina prvog reda

Diferencijalne jednacine se prirodno pojavljuju kao matematicki model razli¢itih prob-
lema iz biologije, hemije, fizike, elektronike i drugih prirodnih i tehnickih nauka. Pre
nego $to krenemo da razmatramo neke tipove i klase diferencijalnih jednacina navedi-
mo par primera.

Primer 1. Neka se populacija jedne zemlje duplira za 50 godina. Koliko godina ce
biti potrebno da se triplira, pod pretpostavkom da je porast populacije proporcionalan
broju stanovnika.

ReSenje. Ako sa y = y(t) oznaCimo broj stanovnika date zemlje u trenutku ¢, onda
promenu broja stanovnika moZemo videti kao y =y/(¢) = g—f. Kako je porast populacije
proporcionalan broju stanovnika, ovaj problem moZemo izraziti pomocu diferencijalne
jednacine y' = k -y, za neku (pozitivnu) konstantu k € R.

Ako sa yg oznalimo broj stanovnika u trenutku ¢ = 0, tj. ako je y(0) = yo, imamo da
je 50 godina kasnije broj stanovnika 2y, odnosno vazi y(50) = 2yy. Na osnovu ovih
podataka, moguée je izracunati konstantu k. Na kraju, iz Cinjenice da je y(¢) = 3yo
dobijamo godine potrebne da se populacija utrostru¢i. Kompletno reSenje ovog prob-
lema ¢emo prikazati nakon $to razmotrimo diferencijalne jednacine koje razdvajaju
promenljive. U
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Primer 2. Brod mase m krecCe se pravolinijski po povrsini mirne vode pocetnom brzi-
nom vy. Odrediti zakon kretanja broda, ako je otpor vode proporcionalan brzini kre-
tanja broda.

Resenje. Kako je otpor vode proporcionalan brzini kretanja broda, imamo da je sila
otpora jednaka k- v, gde je k € R koeficijent proporcionalnosti. Na osnovu II Njutnovog

zakona imamo da je m-a = —k - v, gde je m masa broda, a a ubrzanje tela. Kako je
ubrzanje a promena brzine v u vremenu £, tj. a = a(t) =V (t) = %, imamo da je
m-v' = —k-v, odnosno da je v/ = — £ v i v(0) = vp. O

1.2 Definicija diferencijalnih jednacina

Jednacinu
F(x,y(x),y' (x),....y"™(x)) =0, x € (a,b),

u kojoj se efektivno javlja izvod y(”), ali ne obavezno i izvodi niZzeg reda, nazivamo
(obicnom) diferencijalnom jednacinom reda n.

Interval (a,b) na kome traZimo reSenje moZe biti konacan ili beskonacan.

Poseban oblik prethodne jednacine, datu jednacinu reSenu po izvodu najviseg reda,

Y (x) = fx,y(x),y (x),...,y" (%)), x € (a,b),

nazivamo diferencijalnom jednacinom reda n u normalnom obliku.

1.3 Definicija reSenja diferencijalne jednacine

Resenje diferencijalne jednacine na intervalu (a,b) je svaka funkcija y = ¢(x) koja
pretvara jednacinu u identitet za svako x € (a,b). ReSenje diferencijalne jednacine
mozZe biti dato i u obliku x = y(y) ili implicitno G(x,y) = 0.

Resenje dato u obliku y = ¢(x) se uvek traZi na intervalu (a,b). U svakoj tacki inter-
vala (a,b) reSenje y = @(x) mora biti definisana, neprekidna, n puta diferencijabilna
funkcija.

Opste resenje diferencijalne jednacine na intervalu (a,b) je svaka funkcija y = @(x)
definisana za svako x € (a,b) sa G(x,9(x),C;,Ca,...,C,) =0, gde su Cy,Ca,...,C,
proizvoljne konstante koje pripadaju nekim intervalima, tako da vazi:

e y = ¢(x) je reSenje diferencijalne jednaline na intervalu (a,b);

e climinacijom konstanata Cy,Cs,...,Cy, iz G(x,9(x),C1,Ca,...,Cy) = 0 i izvod-
nih jednakosti date jednakosti do reda n, dolazi se samo do polazne diferencijalne
jednacine.

Partikularno resenje diferencijalne jednacine naintervalu (a, b) je svako reSenje difer-
encijalne jednacine koje se iz opSteg resenja dobija za konkretne (konacne ili besko-
nacne) vrednosti bar jedne od konstanata C,Cs, . ..,C,.

Singularno resenje diferencijalne jednacine na intervalu (a,b) je svako reSenje difer-
encijalne jednaCine koje se ne moze dobiti iz opSteg reSenja ni za jednu (konacnu ili
beskonacnu) vrednost konstanata Cy,C;,...,C,.



Integralna kriva diferencijalne jednacine je grafik proizvoljnog singularnog ili par-
tikularnog reSenje diferencijalne jednacine.

Partikularno reSenje diferencijalne jednacine se iz opSteg reSenja moZe dobiti postav-
ljanjem nekih uslova. Da bi se odredilo svih #n konstanata potrebno je zadati n uslova.
Ako se zada vrednost prvih n izvoda funkcije y = y(x) u nekoj tacki x = xo, y(xo) = yo,
Y (x0) =1, ---» Y"1 (x0) = ya_1, dobijamo pocetne uslove i Kosijevo resenje.

2 Diferencijalne jednacine I reda

Vecinu diferencijalnih jednacina je teSko ili nemoguce resiti. Prema tome, teorija
diferencijalnih jednacina se bavi uslovima za postojanje i jedinstvenost reSenja, kao
i osobinama reSenja. Mi se neCemo baviti problemima egzistencije i jedinstvenosti
reSenja, ne zato S$to oni nisu vazni, ve¢ zato Sto nihovo izuCavanje zahteva sloZeni
matematicki aparat. Prikazacemo neke jednostavne oblike diferencijalnih jednacina
koji mogu neposredno da se reSe.

Prvo ¢emo se baviti diferencijalnim jednacinam prvog reda. Diferencijalna jednacina
prvog reda je jednadina oblika F(x,y(x),y'(x)) = 0. Diferencijalna jednacina prvog
reda u normalnom obliku je data sa y) = f(x,y). Uz datu jednalinu razmatramo i

recipro¢nu jednacinu datu sa x’ = f(; ok Diferencijalna jedna¢ina u normalnom obliku
moZe da se svede i na jednacinu u diferencijalnom obliku M (x,y) dx+ N(x,y) dy =0,
odnosno na jednacinu u simetri¢nom obliku # +-_—q.

xy) - M(xy)

2.1 Diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive

Najjednostavniji oblik diferencijalne jednacine je jednalina oblika y’ = f(x), gde funkcija
f(x) zavisi samo od promenljive x. Njeno reSavanje predstavlja osnovni zadatak integral-

nog rac¢una, odnosno nalaZenje neodredenog integrala. Imamo da je y = / F(x)dx+C,

gde je C proizvoljna konstanta. Ako se u diferencijalnoj jednalini y = f(x,y) funkcija
f(x,y) moZe predstaviti kao proizvod dve neprekidne funkcije definisane na nekim in-
tervalima (a,b) i (c,d), pri ¢emu jedna zavisi samo od promenljive x, a druga samo od
v, tj. ako je f(x,y) = fi(x)- f>(y), onda datu diferencijalnu jednacinu y’ = fi(x) - f>(y)
nazivamo diferencijalnom jednacinom koja razdvaja promenljive.

dy
L20)

d ,
dobijamo direktnom integracijom / f—(y) = / fi(x)dx+C.
2y

d d
Kako je y' = ay imamo ay = fi(x) - f2(y), odnosno = f1(x) dx, &ije resenje

Vratimo se sada na naSe primere. U oba slucaja dobili smo diferencijalne jednacine

oblika y'(x) + P(x) -y = 0, gde je P(x) konstantna funkcija. Prema tome, imamo da je

% = —P(x) -y, §to je za y # 0 ekvivalentno sa % = —P(x) dx. Opste reSenje date jed-
d

nacdine / Y /—P(x) dx se moZe zapisati kao In|y| = /—P(x) dx+In|C|, odnosno
y

imamodajey=Ce~ JPWdx 74 C =0 dobijamo resenje polazne jednacine y = 0, koje

smo iskljucili pri deljenju sa y.

Primer 1.



Resenje diferencijalne jednadine y' = k -y, za neku (pozitivnu) konstantu k € R je y(z) =
Celkdt = C ekt 1z uslova y(0) = yp i y(50) = 2yo dobijamo konstantu k. Imamo da

C =y(0) = yo i C &% = y(50) = 2yp, odnosno k = 22. Jednakost y(t) = 3yo nam

daje godine potrebne da se populacija utrostrudi. Zaista, y(¢) = yo St = 3yp, odnosno
t =50log,3 ="179.

Primer 2.
Treci primer ¢emo ilustrovati GeoGebra apletom.
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Primer 3. Resiti diferencijalnu jednacinu y' = y%.

dy
2
y3
1 S . . " N e
3y3 =x+C. Primetimo da se reSenje polazne jednacine y = 0, ne moZe dobiti iz opSteg
reSenja ni za jednu (konacnu ili beskona¢nu) vrednost konstante C, pa je prema tome,
u pitanju singularno resenje. (]

Resenje. Data jednalina se za y # 0 svodi na jednacinu = = dx, Cije je opSte reSenje

Pokazati da se diferencijalna jednacina y' = f (ax+By+7), gde su a, 8, YER konstante,
a? + B% #0, a f neprekidna funkcija na nekom intervalu (a,b) moZe smenom z =
ox+ B y+ 7y transformisati u diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive. Ako
jez=ax+PBy+y,ondaje7 = a+ By = a+p f(z). Odakle dobijamo diferencijalnu

ednadi dz dr. Gite i Ste reden; / dz v,
jednainu ———— = dx, Cije je opSte reSenje | ———— =x+C.
a+pBf(z) a+pBf(z)

Primer 4. Resiti diferencijalnu jednacinu y' = (4x —y +1)%, a zatim odrediti ono
reSenje koje zadovoljava pocetni uslov y(0) = 2.

Resenje. Uvedimo smenu z = 4x —y+ 1. Imamo da je 7/ =4—y' =4—z>. Dva redenja
ove jednaline su z = +2. Pod pretpostavkom da je z # 42, dobijamo diferencijalnu
jednacdinu sz—i‘ = —dbx, Cije je opSte reSenje /fzzd—f4 = — [dx, odnosno ilnﬁl—a =

—x+C, tj. i—% = Ce**. ReSenja z = £2 su partikularna re§enja, posto se iz opsteg

reSenja mogu dobiti za vrednost konstante C = 0 i C = co. Vraéanjem smene, dobijamo

% = Ce**. Zamenom x =01y = 2 dobijamo da je C = —% i da je Kogijevo reSenje
4x—y+3 1 4x . 5 s e .. . 9_etx
-1 = 3¢ koje moZemo zapisati i eksplicitno kao y = 4x+ 3 T O



2.2 Homogena diferencijalna jednacina

Jos jedan tip diferencijalnih jednacina se pogodno uvedenom smenom moze svesti na
diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive. U pitanju su homogene diferen-
cijalne jednacine. Homogena diferencijalna jednacina je jednacina oblika y' = f ()y—c),
gde je funkcija f neprekidna na nekom intervalu (a, b) i razli¢ita od identi¢kog preslika-
vanja. Ukoliko je f (%) =2, diferencijalna jednagina y' = £ se jednostavno reSava razd-

vajenjem promenljivih. Zalsta dobijamo jednacinu =2 dy =

= éije je opste resenje y =
Cx. U slucaju kada f nije identicko preslikavanje, smenom z= 2 homogenu jednacinu
svodimo na jednadinu koja razdvaja promenljive. Ako uvedemo smenu z = ¥, imamo

dajey==xziy =z+xZ7, pa prema tome vaZzi da je z+x7 = f(2), odnosno xE =

f(z) —z. Opste reSenje diferencijalne jednatine 75— dx / Yie) dz = In|x|+In|C|.
Ako uvedemo oznaku / ﬁ = ¢(z2), dobijamo da je opste reenje Cx = e?(%),

ZX)
x2—y

Primer 5. Resiti diferencijalnu jednacinu y' = 5.

Resenje. Svedimo datu diferencijalnu jednacinu na homogenu deljenjem imenioca i
v

. . . . . 22 .

brojioca racionalnog izraza na desnoj strani sa x%, y/ = (’;)2 Uvodenjem smene
1—(2
X

2z7—(z—73 3 2

z=1, dobljamoz—l—xz 2,odakleje)cz —%—z:%ﬁ:%:z%,

1-22)d . . e
odnosno (z(l i z)z)z = 7. Integraljenjem date jednakosti dobijamo opSte reSenje

/ (1—z%)dz /7
(1+272)
Kako je

/(l—zz)dz_/(1+Z2—222)dz_/%_ 2zdz —ln’ b4
z2(1+22) z(1+22) z 1422 14272

+C

imamo da je ln‘ |C| = 1n|x|. Opste reSenje date jednaCine moZemo zapisati i

kao 2C T =X Vracanjem smene z = 2 dobijamo Cxr — x, odnosno dobijamo familiju

2
yo+x
kruznica y> — Cy+x> = 0, sa centrom na y-osi koje sadrZe koordinatni po&etak.

2.3 Linearna diferencijalna jednacina I reda

Linearna diferencijalna jednacina I reda je diferencijalna jednacina oblika

Y (%) +P(x) y(x) = O(x),

gde su funkcije P i Q neprekidne na intervalu (a,b).

Ukoliko je Q(x) = 0 u pitanju je homogena linearna diferencijalna jednacina, u supro-
tnom datu jednacinu nazivamo nehomogenom diferencijalnom jedna¢inom. Homogena
linearna diferencijalna jednacina nije u vezi sa razmatranim homogenim diferencijal-
nim jednacinama, iako se isto zovu. Homogena linearna diferencijalna jednacina je



u stvari diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive. Pokazali smo da je opste
reSenje diferencijalne jednadine y (x) +P(x) y(x) = 0 funkcija y = Ce~/ P¥)4x_ Polazeci
od ovog resenja potrazimo opSte reSenje nehomogene linearne diferencijalne jednacine
u obliku y(x) = u(x)e~/ P

Imamo da je y'(x) = i’ (x)e/ POY _y(x)P(x)e I P¥9* Zamenom y i y u polaznu
jednacinu dobijamo u’ (x)e/ PW — y(x)P(x)e™ S PO 4 y(x)P(x)e™ [ PEI = O(x),

odnosno i (x)e~ I PN = O(x), tj. ' (x) = Q(x)e PXX ili u(x) = C+/ O(x)e! Pdgy,
Odakle sledi da je y(x) = ¢~/ P (C+ / 0(x)e! P<X>¢de> .

Primer 6. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y' + )y—c = 3x, a zatim odrediti

ono partikularno reenje za koje je y(2) = 1.

Resenje. Tmamo da je P(x) = 1 i Q(x) = 3x. Opste redenje date jednaine je y(x) =

eI (C—l—/Sxefc«vadx). Dalje, vazi da je y(x) = e~ ™M (C+/3xel“|x|dx>, od-

nosno y(x) = i (C—i— / 3x|x|dx) Diferencijalne jednadine uvek reSavamo na inter-

valu. Prema tome, kako funkcija P(x) = ; nije neprekidna u tacki x = 0, datu difer-
encijalnu jednacinu reSavamo na nekom intervalu koji ne sadrzi tacku x = 0, odnosno
na podintervalu jednog od intervala (—oo 0) ili (0,+o0). Stoga, imamo da je y(x) =

C
T <C+sgn /3x dx) §. y(x) = i (C+sgn( )x*) ili da je y(x) = ;+x2,
Imamo da je y(2) = 5 € 44 =1, odakle sledi da je C = —6. Partikularno resenje za koje
. . 6
jey(2) =1jey(x) = ——+x.

Primer 7. Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine cosxy' = sinxy + cos?x.

ReSenje. Prave x = J +km, k € 7Z, jesu reSenja date jednacine. Pretpostavimo da je
X # % + k7. Deljenjem date jednacCine sa sa cosx dobijamo linearnu diferencijalnu
jednacdinu prvog reda y' —tg xy = cosx. OpSte reSenje date jednaline je

y = el (C+fcosxe’f‘gx‘b‘dx)

= e/ & (C 4 Jeosxe S St

_ 71n|cosx| (C+fCOSx€ln|cosx|dx)
4 (C+ [cos?xdx) = L (C+ 3 [ (1+cos(2x))dx)

= L (C+ix+isin(2x)).

COSX

cosx

2.4 Bernulijeva diferencijalna jednacina

Kao jedno uopstenje linearne diferencijalne jednacine javlja se Bernulijeva diferen-
cijalna jednacCina. Bernulijeva diferencijalna jednacina je diferencijalna jednacina



oblika
Y (%) +P(x) y(x) = O(x) y*(x)

gde su funkcije P i Q neprekidne na intervalu (a,b), @ € R. U zavisnosti od vrednosti
parametra ¢ razmatramo sledeca tri slucaja.

e Ako je @ = 0 onda je y'(x) + P(x) y(x) = Q(x) nehomogena linearna diferenci-
jalna jednacina.

e Akoje or=1ondajey'(x)+P(x)y(x) = Q(x) y(x), . ¥’ (x) +(P(x) — Q(x)) y(x) =
0 homogena linearna diferencijalna jednacina ili diferencijalna jednacina koja
razdvaja promenljive.

e Akoje a #0A a # 1 onda deljenjem sa y*(x) jednadinu svodimo na

Y 4 (x)y (x) + P(x) y' % (x) = O(x),

koja se uvodenjem smene z = z(x) = y! ~%(x), Z/(x) = (1 — &) y~¥(x)y(x), svodi
na linearnu diferencijalnu jednacinu

7))+ (1 —a)P(x)z(x) = (1 —a)Q(x).

Primer 8. Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine xy — 4y = x* VY-

ReSenje. U pitanju je Bernulijeva diferencijalna jednaCina. Deljenjem sa 2,/y do-
. / 2 ! .. . .. .

bijamo xzy—ﬁ —2,/y=7%. Smenom z = ,/y, 7 = 2)—\6 dobijamo diferencijalnu jed-

" 2 . . . . . . -
na¢inu xz' — 2z = %-. Dok deljenjem sa x dobijamo linearnu diferencijalnu jednacinu
r_ 2

7 — $z= 3, Cije je reSenje
7 = JF (C—i—f%e‘-{%dx)
e2Inlx| <C+f % e~ 2In \x\dx)
= x2 (CJrf%) =x? (CJr%).
Vraéanjem smene dobijamo resenje Bernulijeve jednacine y = x* (C + %) . O

2.5 Rikatijeva diferencijalna jednacina

Rikatijeva diferencijalna jednacina je diferencijalna jednacina oblika

Y (x) = P(x)y* (x) + Q(x) y(x) + R(x),

gde su P,Q i R neprekidne funkcije na intervalu (a,b). U opstem slucaju Rikatijeva
diferencijalna jednacina se ne moze resiti pomocu konacnog broja integracija, tj. jed-
nacina nema reSenje pomocu kvadratura.

Rikatijeva diferencijalna jednacina se uvek moze resiti ako je poznato njeno proizvoljno

partikularno reSenje y; = y;(x) smenom y(x) = y;(x) + ﬁ Kako je y; partikularno



reSenje polazne jednacine, vazi y}(x) = P(x)y}(x) + Q(x)y1 (x) + R(x). Uvodenjem

smene y(x) = y1 (x) + ﬁ Y (%) =y (x) = ;2((?) dobijamo

369~ 20 = b (e + 15 ) o (me 5 ) wr

z z(x)

9100) = S0 =P () + 20005+ ) + 00 (3109 + 15 ) +RE9),

z(x

Kako je y; partikularno reSenje dobijamo — ZZ;(();)) =P(x) <2y 1(x) ﬁ + %) +0(x) %,
tj. Z/(x) = —=2P(x)y1 (x)z(x) — P(x) — Q(x)z(x), odnosno linearnu diferencijalnu jed-

naginu 2 (x) + (2P(x)y1 (x) + Q(x))z(x) = —P(x).

Primer 9. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y = —y> +2xy —x* 45,
ako se zna da je jedno njeno partikularno reSenje oblika y; = ax+b.

Resenje. Odredimo realne parametre a i b tako day; = ax+ b bude partikularno reSenje
date diferencijalne jednacine. Zamenom y; = ax+b i y| = a u jedna¢inu dobijamo
identitet. Imamo da je a = —(ax+b)? +2x(ax+b) — x> +35, .

a=(—a*+2a—1)x*+(—2ab+2b)x—b*+5.

Odakle dobijamo sistem

—a*+2a—-1 = 0
—2ab+2b = 0
—b*+5 = a,
odnosno
—(a—1? = 0
—2b(a—1) = 0
-’45 = a

Resenje sistema je a = 1 1 b = 2. Jedno partikularno reSenje je y; = x+ 2.

Dalje, uvodimo smenu y = y; +% =x+2+ %, Y =y|- Z% =1- ZZ—; Dobijamo da je

1\* 1
1—Z2=—<x+2+) +2x <x+2—|—) —x*+5,
Z Z

Z
’ . /
odnosno 1 — % = -2 —4— L —dx— 2 — 4402 pdx+ 2 -2 45, (. —5 =
Z Z Z 4 Z Z
— Z% - %. MnoZenjem prethodne jednadine sa —z> prethodna jednacina postaje linearna

diferencijalna jednacdina 7/ — 4z = 1, &ije je opste reSenje z = el 4dx (C + [ e’f“dxdx) =
e (C+ e dx) = ** (C— te™**) = Ce** — L. Vracanjem smene dobijamo opste

reSenje Rikatijeve diferencijalne jednacine y = x+2+ 40;%71'



Diferencijalna jednacina 7/ — 4Z =1 je jednacina koja razdvaja promenljive Vazi da je

7 =4z+1, odnosno da je 7555 +1 = dx. Opste reSenje ove jednacine je 4Z+1 = [dx,
tj. In[4z+ 1| = 4x+C ili u eksplicitnom obliku z = Ce** — 1.

Drugi nacin da se resi ovaj zadatak je da se diferencijalna jednacina

y ==y +2xy—x*+5

zapise u obliku y/ = — (y—x)?+5 i da se uvede linearna smenaz =y —x, 7/ =y’ — 1. Do-
bijamo diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive 7/ + 1 = —z> + 5, odnosno
de4 = —dx. Njeno opste resenje je / o — /dx +C, odnosno 1 zIn | §+§ ] =
C -, tj. ?12 Ce , dalje imamo da Je 1—2=Ce™* (z+2), zatim dobijamo

daje (1—Ce*)z=2(14Ce*)iz=2 ng . Sto mozemo zapisati i kao z =
1-Ce " 4+2Ce~* 4Ce4*
2 1C’4)’ 72+ —4x72+c4z\1

x+2+ce4x 1° D

Vradanjem smene dobijamo da je y =
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